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مطالب فهرست ۴



۱ فصل

لاگرانژی فرماليسم

نيوتنی چارچوب محدوديت های ۱ .۱

رويکرد يک روش اين است. بوده موفق قابل توجهی به طور قرن ها برای ،F = ma آن اصلی بنای سنگ با مکانيک، نيوتنی صورت بندی
تجزيه مؤلفه ها به را بردارها و می کند رسم را آزاد جسم نمودار کرده، شناسايی را نيروها تمام فرد آن در که می دهد ارائه بردار بر مبتنی و شهودی
که بگيريد نظر در را مهره يک می شود. دشوار فزاينده ای طور به پيچيده سيستم های برای رويکرد اين حال، اين با نمايد. حل را حرکت تا می کند
کشش سيم، طرف از سطح عمودی (نيروی قيدی نيروهای می کند. نوسان صفحه يک در که دوگانه آونگ يک يا می لغزد خميده سيم يک روی
نيروها اين اين، بر علاوه شوند. حل حرکت معادلات با هم زمان بايد و هستند نامشخص priori) (a پيشين صورت به اغلب آونگ) ميله های در

هستند. ضروری نيوتنی بردارهای مجموع در اما نمی دهند، انجام کاری هيچ
اين می دهد. ارائه زيبا و قدرتمند جايگزينی يافت، توسعه هجدهم قرن اواخر در لاگرانژ ژوزف‐لويی توسط عمدتاً که لاگرانژی، فرماليسم
دارد: همراه به عميق مزيت چندين ديدگاه تغيير اين می دهد. تغيير انرژی ها و نرده ای) (کميت های اسکالرها به نيروها و بردارها از را تمرکز روش

نظر مورد مسئله برای را مختصات مناسب ترين که آزاديم ما هستند. مختصات سيستم از مستقل اسکالر انرژی های مختصات: از استقلال •
کنيم. انتخاب

در معمولاً آونگ) صلب ميله در کشش (مانند نمی دهند انجام کاری اما می کنند محدود را حرکت که نيروهايی قيود: خودکار حذف •
می شوند. استخراج پتانسيل و جنبشی انرژی های از صرفاً حرکت معادلات نمی شوند. ظاهر لاگرانژی

دارد. کاربرد پيچيده، مکانيکی اتصال يک تا ساده فنر يک از مکانيکی، سيستم هر برای تقريباً واحد بنيادی رويه يک يکپارچه: رويکرد •

می کند ايجاد پايستگی قوانين و سيستم تقارن های بين مستقيم پيوندی چارچوب اين ديد، خواهيم که همان طور تقارن ها: با عميق ارتباط •
است. مدرن فيزيک بناهای سنگ از يکی که

لاگرانژی مکانيک اصلی مفاهيم ۲ .۱

انتخاب زبانِ تعميم يافته: مختصات ۱ .۲ .۱

است. تعميم يافته مختصات معرفی ثابت، مختصات سيستم يک از رهايی برای گام اولين

مرجع پيکربندی يک به نسبت را سيستم يک پيکربندی که {q1, q2, . . . , qn} پارامترهای مجموعه تعميم يافته). (مختصات ۱ .۲ .۱ تعريف
است. سيستم آزادی درجات تعداد با برابر مختصات اين از تا n تعداد می شوند. ناميده تعميم يافته مختصات می کنند، تعريف منحصر به فرد به طور

انتزاعی تر. کميت های حتی يا کمان ها، طول زوايا، فواصل، باشند: مناسبی پارامتر هر می توانند تعميم يافته مختصات دکارتی، مختصات برخلاف
زوايای می تواند مختصات است، کره يک سطح روی حرکت به محدود که ذره ای برای است. θ زاويه طبيعی مختصات ساده، آونگ يک برای

می شوند. ناميده تعميم يافته سرعت های ،q̇i مختصات، اين زمانی مشتقات باشد. (θ, ϕ) جغرافيايی طول و عرض

لاگرانژی تابع ۲ .۲ .۱

است. L لاگرانژی تابع فرماليسم، اين در مرکزی کميت

۵



لاگرانژی فرماليسم .۱ فصل ۶

تعميم يافته سرعت های ،qi تعميم يافته مختصات از تابعی L لاگرانژی (conservative)، پايستار سيستم يک برای (لاگرانژی). ۲ .۲ .۱ تعريف
می شود: تعريف زير صورت به که است t زمان احتمالاً و q̇i

L(q1, . . . , qn, q̇1, . . . , q̇n, t) = T − V (۱ .۱)

است. سيستم پتانسيل انرژی کل V و جنبشی انرژی کل T آن در که

ساده فرم شوند. بيان تعميم يافته سرعت های و تعميم يافته مختصات حسب بر بايد V هم و T هم باشيد داشته توجه که است مهم بسيار
دارند. فرماليسم اين در توسعه هايی به نياز اتلافی نيروهای دارای سيستم های است؛ معتبر پايستار نيروهای برای T − V

اويلر‐لاگرانژ معادله و کنش کمترين اصل ۳ .۲ .۱

اصل يا هميلتون اصل است: عميق تر (variational) وردشی اصل يک بلکه نيست، F = ma لاگرانژی مکانيک در حرکت بنيادی قانون
آن برای که است مسيری می کند، طی t2 و t1 زمان های در پيکربندی دو بين سيستم يک که مسيری که می کند بيان اصل اين کنش. کمترين

باشد. مينيمم) (معمولاً مانا S کنش
می شود: تعريف مسير طول در لاگرانژی زمانی انتگرال عنوان به کنش

S =

∫ t2

t1

L(q, q̇, t) dt (۲ .۱)

به که می شود حرکت معادلات به منجر مستقيماً ندهد) تغيير اول مرتبه در را کنش مسير، در کوچک تغيير (يک δS = 0 اينکه الزام
هستند. معروف اويلر‐لاگرانژ معادلات

می کند: صدق زير رابطه در حرکت مسير ،qi تعميم يافته مختصات هر برای اويلر‐لاگرانژ). (معادله ۱ .۲ .۱ قضيه

d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
− ∂L

∂qi
= 0, iبرای = 1, 2, . . . , n. (۳ .۱)

فيزيکی: تفسير

می يابد. تقليل آشنا خطی تکانه همان به اين دکارتی، مختصات در است. qi مختصات با مزدوج pi تعميم يافته تکانه ∂L
∂q̇i

عبارت •

است. پتانسيل انرژی گراديان به مربوط اين پايستار، نيروی يک برای است. تعميم يافته نيروی ∂L
∂qi

عبارت •

شده. اعمال نيروی با است برابر تکانه تغيير نرخ است: نيوتن دوم قانون از تعميم يافته ای بيان d
dt(pi)− Fi = 0 معادله بنابراين •

عمل در لاگرانژی دستورالعمل ۳ .۱
کنيد: دنبال را مراحل اين سيستم، هر حرکت معادلات يافتن برای است. نهفته آن سيستماتيک روند در لاگرانژی روش قدرت

کنيد. تعيين را سيستم پيکربندی تعيين برای نياز مورد مستقل مختصات n تعداد آزادی: درجات شناسايی .۱

کند. توصيف راحتی به را سيستم که کنيد انتخاب را {q1, . . . , qn} مجموعه ای تعميم يافته: مختصات انتخاب .۲

بنويسيد. را کل T سپس کنيد، پيدا تعميم يافته سرعت های و مختصات حسب بر را سيستم جزء هر سرعت :(T ) جنبشی انرژی بيان .۳

بنويسيد. تعميم يافته مختصات حسب بر را کل V :(V ) پتانسيل انرژی بيان .۴

دهيد. تشکيل را L = T − V تابع لاگرانژی: ساختن .۵

تشکيل را d
dt

(
∂L
∂q̇i

)
− ∂L

∂qi
= 0 معادله سپس و کرده محاسبه را ∂L

∂q̇i
و ∂L
∂qi

مشتقات ،qi هر برای اويلر‐لاگرانژ: معادلات اعمال .۶
دهيد.



۷ پيچيده به ساده از شده: حل مثال های .۴ .۱

پيچيده به ساده از شده: حل مثال های ۴ .۱
است. شده متصل اصطکاک بدون افقی ميز يک روی k نيرو ثابت با فنری به m اندازه به جرمی يک بعدی). هماهنگ (نوسانگر ۱ .۴ .۱ مثال

بيابيد. را آن حرکت معادله
حل: راه

.n = 1 کند. حرکت بعد يک در می تواند فقط جرم آزادی: درجات .۱

.q1 = x بنابراين است. طبيعی انتخاب ،x تعادل، از جابجايی تعميم يافته: مختصات .۲

انرژی ها: .۳

T =
1

2
mẋ2,

V =
1

2
kx2.

لاگرانژی: .۴
L = T − V =

1

2
mẋ2 − 1

2
kx2.

:qi = x برای اويلر‐لاگرانژ: معادله .۵

∂L

∂x
= −kx,

∂L

∂ẋ
= mẋ,

d

dt

(
∂L

∂ẋ

)
=

d

dt
(mẋ) = mẍ.

اويلر‐لاگرانژ: معادله در جايگذاری با

mẍ− (−kx) = 0 ⇒ mẍ+ kx = 0 .

می کند. تأييد ساده سيستم اين برای را لاگرانژی روش صحت که است ساده هماهنگ نوسانگر استاندارد معادله همان اين

جرم اين است. شده آويزان ثابت تکيه گاه يک از l طول به جرم بدون و صلب ميله يک توسط m نقطه ای جرم يک ساده). (آونگ ۲ .۴ .۱ مثال
بيابيد. را آن حرکت معادله می کند. نوسان گرانش تأثير تحت

حل: راه

.n = 1 است. l شعاع به دايره ای روی حرکت به محدود جرم آزادی: درجات .۱

است. طبيعی انتخاب عمود خط به نسبت θ زاويه تعميم يافته: مختصات .۲

کنيم. بيان θ̇ و θ حسب بر را V و T بايد انرژی ها: .۳

.v = lθ̇ با است برابر جرم سرعت •
.T = 1

2mv2 = 1
2m(lθ̇)2 = 1

2ml2θ̇2 جنبشی: انرژی •
V = mgy = بنابراين، است. y = −l cos θ جرم ارتفاع تکيه گاه، در پتانسيل انرژی صفر دادن قرار با پتانسيل: انرژی •

.−mgl cos θ

لاگرانژی: .۴
L = T − V =

1

2
ml2θ̇2 +mgl cos θ.



لاگرانژی فرماليسم .۱ فصل ۸

:qi = θ برای اويلر‐لاگرانژ: معادله .۵
∂L

∂θ
= −mgl sin θ,

∂L

∂θ̇
= ml2θ̇,

d

dt

(
∂L

∂θ̇

)
= ml2θ̈.

اويلر‐لاگرانژ: معادله در جايگذاری با

ml2θ̈ − (−mgl sin θ) = 0 ⇒ ml2θ̈ +mgl sin θ = 0.

می آوريم: دست به را آونگ معروف معادله ساده سازی، با

θ̈ +
g

l
sin θ = 0 .

نشد. ظاهر ما محاسبات در هرگز است، قيدی نيروی يک که ميله، در کشش که کنيد توجه
نيم زاويه با قائم مخروط يک داخلی سطح روی اصطکاک بدون m جرم به ذره ای آزادی). درجه دو با سيستمی مخروط: روی (ذره ۳ .۴ .۱ مثال

بيابيد. را حرکت معادلات است. عمودی مخروط محور می لغزد. g ثابت گرانش تحت ،α رأس
حل: راه

.n = 3− 1 = 2 است. سه بعدی فضای در دوبعدی سطح يک به محدود ذره قيود: و آزادی درجات .۱

می کند. مربوط r به را z مختص z = r cotα قيد هستند. ايده آل (r, ϕ) استوانه ای مختصات تعميم يافته: مختصات .۲

.v2 = ṙ2 + r2ϕ̇2 + ż2 داريم، نياز سرعت مربع به انرژی ها: .۳

.ż = ṙ cotα داريم: قيد معادله از •
.v2 = ṙ2 + r2ϕ̇2 + ṙ2 cot2 α = ṙ2(1 + cot2 α) + r2ϕ̇2 بنابراين، •

داريم: ،1 + cot2 α = csc2 α = 1
sin2 α

اتحاد از استفاده با •

v2 =
ṙ2

sin2 α
+ r2ϕ̇2.

.T = 1
2mv2 = 1

2m
(

ṙ2

sin2 α
+ r2ϕ̇2

)
جنبشی: انرژی •

.V = mgz = mgr cotα پتانسيل: انرژی •

لاگرانژی: .۴
L = T − V =

1

2
m

(
ṙ2

sin2 α
+ r2ϕ̇2

)
−mgr cotα.

اويلر‐لاگرانژ: معادلات .۵

:qi = r برای •
∂L

∂r
= mrϕ̇2 −mg cotα,

∂L

∂ṙ
=

mṙ

sin2 α
,

d

dt

(
∂L

∂ṙ

)
=

mr̈

sin2 α
.

می دهد: E‐L معادله

mr̈

sin2 α
−
(
mrϕ̇2 −mg cotα

)
= 0 ⇒ r̈

sin2 α
− rϕ̇2 + g cotα = 0 .



۹ مختصات تبديلات قدرت و برهم کنش ها .۵ .۱

:qi = ϕ برای •

∂L

∂ϕ
= 0,

∂L

∂ϕ̇
= mr2ϕ̇,

d

dt

(
∂L

∂ϕ̇

)
=

d

dt
(mr2ϕ̇) = 2mrṙϕ̇+mr2ϕ̈.

می دهد: E‐L معادله
d

dt
(mr2ϕ̇)− 0 = 0 ⇒ d

dt
(r2ϕ̇) = 0 .

است. عمودی محور حول زاويه ای تکانه پايستگی همان اين است. حرکت ثابت يک pϕ = mr2ϕ̇ که می دهد نشان اين
است. (cyclic) دوری مختصه يک ϕ مختصه

می کند. آشکار را پايستگی قوانين و کرده مديريت را قيود طبيعی طور به لاگرانژی مکانيک چگونه که می دهد نشان مثال اين

مختصات تبديلات قدرت و برهم کنش ها ۵ .۱

می شوند. کدگذاری V پتانسيل انرژی تابع در آنها لاگرانژی، مکانيک در می شوند. توصيف نيرو بردارهای توسط برهم کنش ها نيوتنی، مکانيک در
است. قدرتمند چندذره ای سيستم های برای ويژه به امر اين

به فقط که V پايستار مرکزی پتانسيل يک طريق از که بگيريد نظر در را m2 و m1 جرم دو مرکزی). نيروی با جسم دو (مسئله ۱ .۵ .۱ مثال
بيابيد. را حرکت معادلات دارند. برهم کنش ،(V (|r1 − r2|)) دارد بستگی آنها بين فاصله

تعميم يافته ای مختصات از می توانيم حال، اين با ذره). هر برای مختصه ۳) می رسد آزادی درجه ۶ با مسئله يک نظر به مسئله اين حل: راه
می برند. بهره تقارن ها از که کنيم استفاده

از: می کنيم استفاده ،r2 و r1 جای به مختصات: تبديل .۱

.R = m1r1+m2r2
m1+m2

جرم: مرکز •
.r = r1 − r2 نسبی: مختصه •

از: است عبارت اوليه مختصات در لاگرانژی جديد: مختصات در لاگرانژی .۲

L =
1

2
m1ṙ

2
1 +

1

2
m2ṙ

2
2 − V (|r|).

به: می شود تبديل عبارت اين سرراست، اما غيربديهی محاسبه يک از پس

L =
1

2
MṘ2︸ ︷︷ ︸
LCM

+
1

2
µṙ2 − V (r)︸ ︷︷ ︸

Lrel

.

است. کاهش يافته جرم µ = m1m2
m1+m2

و کل جرم M = m1 +m2 آن در که

حرکت: معادلات .۳
d
dt(MṘ) = هستند: پايسته آنها مزدوج تکانه های بنابراين، .( ∂L∂R = 0) هستند دوری ,X,Yهمگی Z مختصات :Rبرای •

می کند. حرکت ثابت سرعت با جرم مرکز .0
مرکزی پتانسيل در که است µ جرم به فرضی ذره تک يک برای لاگرانژی که می شود، اداره Lrel توسط نسبی حرکت :r برای •

است. عظيم ساده سازی يک اين می کند. حرکت V (r)

نشان تعميم يافته مختصات هوشمندانه انتخاب طريق از پيچيده حرکت های (decouple) جدااسازی در را لاگرانژی روش قدرت مثال اين
می دهد.



لاگرانژی فرماليسم .۱ فصل ۱۰

پيشرفته مفاهيم و نظری مبانی ۶ .۱

دوری مختصات و پايستگی قوانين ۱ .۶ .۱

نمود است. شده خلاصه نوتر قضيه در که است پايستگی قوانين و تقارن ها بين آن مستقيم ارتباط لاگرانژی، فرماليسم عميق زيبايی های از يکی
است. دوری مختصات مفهوم امر، اين از ساده ای

ناديدنی يا دوری مختصه ،( ∂L∂qi = 0) نمی شود ظاهر لاگرانژی در صريح به طور که qi تعميم يافته مختصه يک دوری). (مختصه ۱ .۶ .۱ تعريف
می شود. ناميده (ignorable)

است. حرکت ثابت يک ،qi دوری مختصه يک با مزدوج pi = ∂L
∂q̇i

تعميم يافته تکانه مزدوج). تکانه (پايستگی ۱ .۶ .۱ قضيه

، ddt
(

∂L
∂q̇i

)
= 0 بنابراين ، ∂L∂qi = 0 باشد، دوری qi اگر . ddt

(
∂L
∂q̇i

)
− ∂L

∂qi
= 0 با است برابر qi برای اويلر‐لاگرانژ معادله اثبات:

■ است. ثابت pi که معنی اين به
مثال ها:

شد. pϕ = mr2ϕ̇ زاويه ای تکانه پايستگی به منجر که بود دوری ϕ ،(۳ .۴ .۱ (مثال مخروط مسئله در •

شد. کل خطی تکانه پايستگی به منجر که بود دوری R ،(۱ .۵ .۱ (مثال جسم دو مسئله در •

انرژی پايستگی ۲ .۶ .۱

می کنيم: تعريف زير صورت به را می شود) ناميده نيز ژاکوبی انتگرال (که h انرژی تابع ما است. کل انرژی ديگر، بنيادی پايسته کميت

h(q, q̇, t) =
n∑

i=1

q̇i
∂L

∂q̇i
− L. (۴ .۱)

يعنی است، پايسته h انرژی تابع آنگاه ،(∂L∂t = 0) نباشد وابسته زمان به صريح به طور L لاگرانژی اگر انرژی). (پايستگی ۲ .۶ .۱ قضيه
برابر h سرعت هاست، از دو درجه از همگن تابعی T جنبشی انرژی و است سرعت از مستقل V پتانسيل که سيستم هايی اکثر برای .dhdt = 0

است. T + V مکانيکی انرژی کل با

لاگرانژی پيمانه ای آزادی ۳ .۶ .۱

می مانند: باقی تغيير بدون زير تبديلات تحت حرکت معادلات نيست. منحصر به فرد تابع يک معين، فيزيکی سيستم يک برای لاگرانژی

است. ثابت يک c آن در که ،L′ = cL ثابت: يک در ضرب .۱

است. زمان و مختصات از دلخواه تابعی F (q, t) آن در که ،L′ = L+ dF (q,t)
dt کامل: زمانی مشتق افزودن .۲

گيرد. قرار استفاده مورد لاگرانژی ساده سازی برای می تواند اوقات گاهی پيمانه ای» «آزادی اين

لاگرانژ ضرايب و قيدی نيروهای ۷ .۱

لازم است ممکن مثال، عنوان به چه؟ کنيم پيدا را آنها بخواهيم اگر اما کرده ايم. استفاده قيدی نيروهای حذف برای لاگرانژی روش از ما کنون، تا
اين و کرده وارد را قيود تا می دهد اجازه ما به لاگرانژ ضرايب روش نمی شکند. که کنيم حاصل اطمينان تا بدانيم را آونگ ميله در کشش باشد

کنيم. حل را نيروها



۱۱ لاگرانژ ضرايب و قيدی نيروهای .۷ .۱

روش ۱ .۷ .۱
جای به داريم. j = 1, . . . ,m برای fj(q1, . . . , qn, t) = 0 شکل به هولونوميک قيد m و آزادی درجه n با سيستمی کنيد فرض

می دهيم: تغيير را لاگرانژی و می کنيم کار مختصه n تمام با ما مختصه، n−m به کاهش

L′ = L(q, q̇, t) +

m∑
j=1

λj(t)fj(q, t). (۵ .۱)

می شوند: زير صورت به اکنون اويلر‐لاگرانژ معادلات هستند. لاگرانژ ضرايب همان λj(t) مقادير

d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
− ∂L

∂qi
=

m∑
j=1

λj
∂fj
∂qi

, iبرای = 1, . . . , n. (۶ .۱)

می شود. تفسير qi مختصه با مرتبط تعميم يافته قيدی نيروی عنوان به ،Qi =
∑

j λj
∂fj
∂qi

راست، سمت

کنيد. استفاده ميله در کشش نيروی يافتن برای لاگرانژ ضرايب از ،۲ .۴ .۱ مثال ساده آونگ برای ساده). آونگ يک در کشش (يافتن ۱ .۷ .۱ مثال
حل: راه

عبارت دارد l ثابت طول ميله می کند بيان که قيدی .θ زاويه و r شعاعی فاصله می کنيم: استفاده مختصه دو از اکنون قيد: و مختصات .۱
.f(r) = r − l = 0 از است

ضريب: با لاگرانژی .۲
L′ =

1

2
m(ṙ2 + r2θ̇2) +mgr cos θ + λ(r − l).

اويلر‐لاگرانژ: معادلات .۳

:qi = r برای •

∂L′

∂r
= mrθ̇2 +mg cos θ + λ,

∂L′

∂ṙ
= mṙ,

d

dt

(
∂L′

∂ṙ

)
= mr̈.

از: است عبارت E‐L معادله

mr̈ − (mrθ̇2 +mg cos θ + λ) = 0. (۷ .۱)

:qi = θ برای •

∂L′

∂θ
= −mgr sin θ,

∂L′

∂θ̇
= mr2θ̇,

d

dt

(
∂L′

∂θ̇

)
= 2mrṙθ̇ +mr2θ̈.

از: است عبارت E‐L معادله

2mrṙθ̇ +mr2θ̈ +mgr sin θ = 0. (۸ .۱)

است. r̈ = 0 و ṙ = 0 مستلزم که است r = l قيد قيد: اعمال .۴
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می شود: (۸ .۱) معادله •
ml2θ̈ +mgl sin θ = 0 ⇒ θ̈ +

g

l
sin θ = 0,

است. آونگ استاندارد معادله همان که
می شود: (۷ .۱) معادله •

0− (mlθ̇2 +mg cos θ + λ) = 0 ⇒ λ = −mlθ̇2 −mg cos θ.

می کند. عمل شعاعی جهت در نيرو اين .Qconstraint
r = λ∂f

∂r = λ با است برابر r با مرتبط تعميم يافته نيروی فيزيکی: تفسير .۵
است شعاعی نيروی اين منفی ميله، در T کشش بزرگی است. تکيه گاه طرف به داخل، سمت به آن جهت که می دهد نشان منفی علامت

می کند): مقابله خارج سمت به شعاعی حرکت با کشش که (چرا

T = −Qconstraint
r = −λ = mlθ̇2 +mg cos θ.

جمله يک علاوه به گرانش، شعاعی مؤلفه کردن خنثی برای mg cos θ مؤلفه يک دارای کشش دارد: فيزيکی توجيه کاملاً نتيجه اين
است. لازم دايره ای حرکت در جرم داشتن نگه برای که است mlθ̇2 مرکزگرا

فصل خلاصه
برای به ويژه دارد، برتری نيوتنی رويکرد به نسبت اغلب که می کند فراهم کلاسيک مکانيک برای زيبا و قدرتمند چارچوبی لاگرانژی فرماليسم

از: عبارتند آن کليدی ويژگی های قيد. دارای پيچيده سيستم های

است. شده بنا پتانسيل و جنبشی انرژی اسکالر کميت های اساس بر •

می کند. حذف را نمی دهند انجام کار که قيدی نيروهای خودکار به طور •

دارند. يکسانی شکل مختصاتی سيستم هر در حرکت معادلات يعنی است، (covariant) هم ورد •

می کند. فراهم پايستگی قوانين و دوری) (مختصات تقارن ها بين مستقيم پيوندی •

می دهد. گسترش قيدی نيروهای يافتن برای را آن کاربرد لاگرانژ ضرايب روش •

بر ميدان، نظريه و کوانتومی مکانيک جمله از پيشرفته تر، فيزيکی نظريه های که است پايه ای بلکه نيست؛ محاسباتی ابزار يک صرفاً چارچوب اين
شده اند. بنا آن


