
تهران) (پلي تكنيك اميركبير صنعتي دانشگاه
انرژي مهندسي و فيزيك دانشكده

۱ تحليلي مكانيك تدريس ياري
رستمي اباصلت دكتر استاد:
عابديني اميرعلي تدريس يار:
كپلر قوانين سيزدهم: جلسه

۱۴۰۴ - ۱۴۰۵ اول نيم سال

مقدمه ۱
نتايج عنوان به خود، اوليه تجربي پايه از فراتر سيارات حركت مورد در كپلر قوانين تحليلي، مكانيك چارچوب در
كانون، يك در مركزي جرم با بيضي شكل مدارهاي كه قانون سه اين مي كنند. ظهور بنيادي ديناميكي اصول ظريف
بزرگ نيم محورهاي و مداري دوره هاي بين هارمونيكي رابطه و برابر، زمان هاي در برابر مساحت هاي كردن جاروب
روش هاي طريق از كه نيوتني، گرانش از قوانين اين استنتاج دهند. مي تشكيل را كپلر قوانين مي كنند، توصيف را

مي دهد. نشان را ديناميك و هندسه بين وحدت مي آيد، دست به جسمي دو مسئله تقليل و لاگرانژي مكانيك
كپلر قوانين استخراج ۲

برهم كنش هم با مي شود مشتق زير گرانشي پتانسيل از كه پايستار مركزي نيروي يك طريق از m2 و m1 جرم دو
دارند:

U(r) = −Gm1m2

r
.

حل را مدار معادله سپس و كرده استخراج را تك جرمي مسئله يك به مسئله كاهش اوليه، اصول از بخش اين در
كرد. خواهيم بحث مخروطي مقاطع هندسه و حركت انتگرال هاي مورد در و مي كنيم

لخت مختصات در لاگرانژين ۱ .۲

در گرانش نيروي باشند. لخت چارچوب يك در m2 و m1 جرم هاي موقعيت هاي ترتيب به r2 و r1 كنيد فرض
مي كند. عمل آن ها بين واصل خط امتداد

است: زير صورت به لخت چارچوب در لاگرانژين

۱



L =
1

2
m1|ṙ1|2 +

1

2
m2|ṙ2|2 +

Gm1m2

|r1 − r2|
.

مي كنيم: تعريف

r = r1 − r2, r = |r|.

نسبي مختصات و جرم مركز مختصات ۲ .۲

مي كنيم: معرفي را جرم مركز مختصات

R =
m1r1 +m2r2

M
, M = m1 +m2.

داريم:

r1 = R+
m2

M
r, r2 = R− m1

M
r.

جنبشي: انرژي

T =
1

2
m1

∣∣∣Ṙ+
m2

M
ṙ
∣∣∣2 + 1

2
m2

∣∣∣Ṙ− m1

M
ṙ
∣∣∣2 .

دادن: بسط با
اول: جمله

1

2
m1

[
Ṙ2 + 2

m2

M
Ṙ · ṙ+ m2

2

M2
ṙ2
]
.

دوم: جمله

1

2
m2

[
Ṙ2 − 2

m1

M
Ṙ · ṙ+ m2

1

M2
ṙ2
]
.

زيرا: مي شوند حذف Ṙ · ṙ جمله هاي دو: اين كردن جمع با

m1 ·
m2

M
−m2 ·

m1

M
= 0.

.12(m1 +m2)Ṙ
2 = 1

2MṘ2 به مي شوند جمع Ṙ2 جمله هاي
:ṙ2 جمله هاي

1

2

[
m1

m2
2

M2
+m2

m2
1

M2

]
ṙ2 =

1

2

m1m2(m1 +m2)

M2
ṙ2.

مي شود: ظاهر m1m2

M عبارت ،M = m1 +m2 به توجه با

۲



1

2

m1m2

M
ṙ2.

مي كنيم: تعريف را كاهش يافته جرم

µ =
m1m2

M
.

بنابراين:

T =
1

2
MṘ2 +

1

2
µṙ2.

دارد: بستگي r به فقط پتانسيل

U(r) = −Gm1m2

r
= −GMµ

r
.

:(R, r) مختصات در لاگرانژين پس

L =
1

2
MṘ2 +

1

2
µṙ2 +

GMµ

r
.

جرم مركز حركت جداسازي ۳ .۲

مي كند: حركت يكنواخت سرعت با جرم مركز نيست، وابسته R به U كه آنجا از
d

dt
(MṘ) = 0 ⇒ Ṙ = const.

و R = const سپس جرم). مركز (چارچوب Ṙ = 0 آن در كه كنيم انتخاب لخت چارچوب يك مي توانيم
است. r نسبي مختصات در كامل طور به ديناميك

جرم: مركز چارچوب در

Lrel =
1

2
µṙ2 +

GMµ

r
.

پتانسيل: در µ جرم با ”ذره” يك براي تك جسمي مركزي نيروي مسئله

V (r) = −k

r
, k = GMµ.

بررسي مي شود. تعريف نيوتني شكل به جسم دو بين F = −k/r2 نيروي قانون براي k معمولاً كنيد: دقت اما
مي كنيم:

(به r̂ جهت در F = −Gm1m2/r
2 گرانش نيروي جرم: مركز چارچوب در m1 براي نيوتن دوم قانون

تك جسمي: كاهش در اما .(m2 سمت
:r براي معادله

۳



µr̈ = −Gm1m2

r2
r̂.

داريم: ،Gm1m2 = GMµ كه آنجا از

µr̈ = −GMµ

r2
r̂ ⇒ r̈ = −GM

r2
r̂.

به نسبت انرژي و زاويه اي تكانه فرمول هاي در اما مي شود، حذف شتاب معادله در µ كاهش يافته جرم پس
مي شود. ظاهر تك جسمي لاگرانژين

k′ = GM يا جرم ها) بين فيزيكي گرانشي (ثابت k = Gm1m2 اينجا در اما مي كنند، جذب k در گاهيµرا
مي كنيم: استانداردسازي مي كنيم. حفظ را شتاب براي

كنيد: فرض

α = Gm1m2

باشيم: داشته تا

V (r) = −α

r
.

:r بر وارد نيروي سپس

F = − α

r2
r̂.

حركت: معادله

µr̈ = − α

r2
r̂.

حركت انتگرال هاي ۴ .۲

واحد بر زاويه اي تكانه بنابراين است، r × F = 0 مبدأ به نسبت گشتاور ،(∝ r̂) است مركزي F كه آنجا از
مي ماند. پايسته كاهش يافته جرم

مي كنيم: تعريف

L = µ(r× ṙ)

.L = µℓ پس كاهش يافته)، جرم واحد بر زاويه اي (تكانه ℓ = r× ṙ يا
مي شود: حذف µ بنويسيم ℓ براي اگر ،µr̈ = −(α/r2)r̂ معادله از

d

dt
(r× ṙ) = ṙ× ṙ+ r× r̈ = 0+ r×

(
− α

µr2
r̂

)
= 0.

است. ثابت زمان در ℓ = r× ṙ پس

۴



مي گيرد. صورت ℓ بر عمود صفحه اي در حركت بنابراين
داريم: نيز انرژي پايستگي براي

E =
1

2
µṙ2 − α

r
= const.

مداري صفحه در قطبي مختصات ۵ .۲

بگيريد: نظر در حركت صفحه در را (r, ϕ) مختصات

ṙ = ṙr̂+ rϕ̇ϕ̂.

سرعت: مربع

ṙ2 = ṙ2 + r2ϕ̇2.

زاويه اي: تكانه بزرگي

ℓ = |r× ṙ| = r2ϕ̇.

انرژي:

E =
1

2
µ(ṙ2 + r2ϕ̇2)− α

r
.

:ϕ̇ = ℓ/r2 جايگذاري با

E =
1

2
µṙ2 +

1

2
µ
ℓ2

r2
− α

r
.

مؤثر پتانسيل ۶ .۲

مي كنيم: تعريف

Ueff (r) =
µℓ2

2r2
− α

r
.

داريم: سپس

E =
1

2
µṙ2 + Ueff (r).

است. E انرژي با r در يك بعدي مسئله يك اين

۵



مدار معادله ۷ .۲

.u = 1/r مي دهيم قرار كنيم. پيدا را r(ϕ) مي خواهيم ما
آنگاه:

ṙ =
dr

dt
=

dr

dϕ
ϕ̇ =

dr

dϕ

ℓ

r2
= −ℓ

du

dϕ
.

.r2ϕ̇ = ℓ ⇒ ϕ̇ = ℓu2 همچنين
جنبشي: انرژي حال

ṙ2 + r2ϕ̇2 = ℓ2
(
du

dϕ

)2

+
ℓ2

r2
= ℓ2

[(
du

dϕ

)2

+ u2

]
.

كل: انرژي پس

E =
1

2
µℓ2

[(
du

dϕ

)2

+ u2

]
− αu.

:2/(µℓ2) در ضرب

2E

µℓ2
=

(
du

dϕ

)2

+ u2 − 2α

µℓ2
u.

مي شود. تعريف p = ℓ2

(α/µ)
= µℓ2

α
معمولاً كه ، α

µℓ2 =
1
p كنيد فرض

.p = µℓ2

α = ℓ2

(α/µ)
بنابراين ، 2αµℓ2 = 2

p همچنين
.B = 2α

µℓ2 =
2
p مي كنيم تعريف

ما: )معادله
du

dϕ

)2

+ u2 − Bu =
2E

µℓ2
.

آيد): دست به دوم مرتبه خطي ديفرانسيل معادله يك (تا بگيريم ϕ به نسبت مشتق

2
du

dϕ

d2u

dϕ2
+ 2u

du

dϕ
− B

du

dϕ
= 0.

غيرشعاعي): حركت فرض (با 2dudϕ بر تقسيم

d2u

dϕ2
+ u =

B

2
=

α

µℓ2
.

پس:

۶



d2u

dϕ2
+ u =

1

p
,

.p = µℓ2

α آن در كه
معادله حل ۸ .۲

معادله: عمومي حل

u(ϕ) =
1

p
+ A cos(ϕ− ϕ0).

آنگاه: داد. قرار ϕ0 = 0 مي توان محورها، مناسب انتخاب با

u(ϕ) =
1

p
[1 + e cosϕ] ,

دهيم. قرار Ap = e اگر
بنابراين:

r(ϕ) =
p

1 + e cosϕ
,

است. مركز از خروج e و p = µℓ2

α آن در كه
E انرژي با e رابطه ۹ .۲

قبلي: اول مرتبه معادله )از
du

dϕ

)2

+ u2 − 2

p
u =

2E

µℓ2
.

مي كنيم: جايگذاري را du
dϕ = −e sinϕ

p و u(ϕ) = 1+e cosϕ
p مقادير

معادله: چپ سمت

e2 sin2 ϕ

p2
+

1 + 2e cosϕ+ e2 cos2 ϕ

p2
− 2

p
· 1 + e cosϕ

p
.

.e2(sin2 ϕ+ cos2 ϕ) = e2 ساده سازي: با
با: است برابر چپ سمت پس

e2 + 1 + 2e cosϕ

p2
− 2 + 2e cosϕ

p2
=

e2 − 1

p2
.

بنابراين:

۷



e2 − 1

p2
=

2E

µℓ2
.

.1/p2 = α2/(µ2ℓ4) داريم ،p = µℓ2/α كه آنجا از
مي كنيم: ضرب p2 در ،e2−1

p2 = 2E
µℓ2 رابطه از

e2 − 1 =
2E

µℓ2
· p2 = 2E

µℓ2
·
(
µℓ2

α

)2

=
2Eµℓ2

α2
.

پس:

E =
α2(e2 − 1)

2µℓ2
.

كرد. بيان p و e برحسب را E مي توان ،ℓ2 = αp/µ به توجه با معادل، طور به
است: مخروطي مقطع يك r = p

1+e cosϕ مدار
دايره. نتيجه در e = 0 �

بيضي. نتيجه در 0 < e < 1 �
.E = 0 سهمي، نتيجه در e = 1 �

.E > 0 هذلولي، نتيجه در e > 1 �

۸


