
تهران) (پلي تكنيك اميركبير صنعتي دانشگاه
انرژي مهندسي و فيزيك دانشكده

۱ تحليلي مكانيك تدريس ياري
رستمي اباصلت دكتر استاد:
عابديني اميرعلي تدريس يار:

مركزي نيروي تعميم يافته مسئله دوازدهم: جلسه
۱۴۰۴ - ۱۴۰۵ اول نيم سال

مقدمه ۱
نيروي تعميم يافته ي مسئله ي در را خود كاربردهاي عميق ترين از يكي دو-جرمي، سيستم هاي تحليلي مكانيك
مسئله ي مطالعه ي مي دهد. گسترش پتانسيل ها از وسيع تري سطح به را كلاسيك گرانشي تحليل كه مي يابد مركزي
معادلات كه مي كند معرفي را Binet پتانسيل و مي كند فراهم را ضروري نظري چارچوب مركزي نيروي تعميم يافته

مي سازد. آشكار را مداري هندسه ي مستقيم طور به كه مي كند تبديل شكلي به را حركت
پتانسيل يك در تقديم و پايداري در آنچه مانند نيوتوني، غير خاص پتانسيل هاي كه مي شود حياتي زماني بنيان اين
فرم از پوشيده نمايي تغيير يك كه يوكاوا پتانسيل اينجا، در مي گيرند. قرار تحليل مورد مي شود، بررسي يوكاوا نوع

مي كند. عمل هسته اي فيزيك تا اخترفيزيك از پديده هايي براي مدلي عنوان به است، 1/r كلاسيك
Binet معادله ۲

هدايت O ثابت مبدأ سمت) از (يا سمت به كه مي گيريم نظر در را F (r) مركزي نيروي يك تحت حركت
مي شود.

كه: مي كنيم استفاده (r, θ) قطبي مختصات از

r = rr̂, ṙ = ṙr̂+ rθ̇θ̂.

مي آيند: دست به زير رابطه از حركت معادلات

ma = F (r)r̂.

زاويه اي تكانه ۱ .۲

مي ماند). پايسته زاويه اي تكانه بنابراين است، مركزي نيرو (چون τ = r× F = 0 گشتاور
۱



L = mr× ṙ = mr2θ̇ ẑ.

مي كنيم: تعريف

L = mr2θ̇ = const.

پس:

θ̇ =
L

mr2
.

انرژي پايستگي ۲ .۲

.F (r) = −dU
dr كه مي گيريم نظر در را پايستار مركزي نيروي

جنبشي: انرژي
T =

1

2
m

(
ṙ2 + r2θ̇2

)
=

1

2
mṙ2 +

L2

2mr2
.

كل: انرژي
E =

1

2
mṙ2 +

L2

2mr2
+ U(r).

(Binet (روش u(θ) به متغير تغيير ۳ .۲

مي كنيم: فرض
u =

1

r
.

.r = 1/u پس
داريم: همچنين

θ̇ =
L

m
u2.

مي كنيم: محاسبه را ṙ حال
r =

1

u
, ṙ =

dr

dθ
θ̇.

مشتق:
dr

dθ
= − 1

u2
du

dθ
= −r2

du

dθ
.

پس:
ṙ =

(
−r2

du

dθ

)
θ̇ =

(
−r2

du

dθ

)(
L

m
u2
)
.

مي شود: نتيجه ،r2u2 = 1 كه آنجا از

ṙ = −L

m

du

dθ
.

۲



شعاعي شتاب تبديل ۴ .۲

معادله از را Binet معادله مستقيماً است بهتر اما داريم، r̈ به نياز m(r̈− rθ̇2) = F (r) معادله از استفاده براي
كنيم: استخراج شعاعي

شعاعي: حركت معادله
m(r̈ − rθ̇2) = F (r).

:(u′ = du
dθ آن در (كه كنيم محاسبه ṙ = − L

mu′ رابطه از را r̈ مي توانيم

r̈ =
d

dt
ṙ =

d

dθ
ṙ · θ̇ =

d

dθ

(
−L

m
u′
)
· θ̇.

پس:
r̈ = −L

m
u′′θ̇ = −L

m
u′′

(
L

m
u2
)
.

بنابراين:
r̈ = −L2

m2
u2u′′.

همچنين:
rθ̇2 =

1

u

(
L

m
u2
)2

=
L2

m2
u3.

شعاعي معادله در جايگذاري ۵ .۲

داريم: شعاعي معادله در rθ̇2 و r̈ مقادير جايگذاري با

m

[
−L2

m2
u2u′′ − L2

m2
u3
]
= F (r).

:m در طرفين ضرب
−L2

m

(
u2u′′ + u3

)
= F (r).

شكل: به يا
u′′ + u = − m

L2u2
F

(
1

u

)
.

است: Binet معادله همان اين
d2u

dθ2
+ u = − m

L2u2
F

(
1

u

)
.

۳



F (r) برحسب جايگزين فرم ۶ .۲

:f(r) = F (r)/m كه آنجا از

u′′ + u = − 1

h2u2
· F (1/u)

m
.

بنويسيم: نيز زير صورت به مي توانيم ،h2 = L2/m2 و L = mh از استفاده با

u′′ + u = − m

L2u2
F

(
1

u

)
.

است: زير صورت به ويژه نيروي برحسب تميزتر شكل اما هستند، معادل شكل دو اين

d2u

dθ2
+ u = − 1

h2u2
f

(
1

u

)
.

مدارها براي حل ۷ .۲

معادله: عمومي حل

u(θ) =
µ

h2
+ A cos(θ − θ0).

:p = h2/µ و e = Ah2/µ دادن قرار با

r(θ) =
p

1 + e cos(θ − θ0)
.

است. p نيمرأس المستقيم و e مركز از خروج با مخروطي مقطع يك اين
جرم واحد بر انرژي ۸ .۲

جرم: واحد بر انرژي

E =
1

2
(ṙ2 + r2θ̇2) + Φ(r), Φ(r) = −µ

r
(gravity).

:θ̇ = hu2 و ṙ = −hu′ از استفاده با

E =
1

2
h2(u′2 + u2)− µu.

مي گيريم: انتگرال و كرده ضرب u′ در را معادله اين .u′′+u = µ/h2 داريم: گرانش براي Binet معادله از

u′u′′ + uu′ =
µ

h2
u′.

انتگرال گيري: با

۴



1

2
u′2 +

1

2
u2 =

µ

h2
u+ const.

:h2 در ضرب
1

2
h2(u′2 + u2) = µu+

1

2
h2C.

مي آوريم: دست به ،12h2(u′2 + u2) = E + µu انرژي معادله با مقايسه با

E =
1

2
h2(u′2 + u2)− µu.

:Binet معادله انتگرال از
1

2
h2(u′2 + u2)− µu = const = E

پس:

E =
h2

2
(u′2 + u2)− µu.

داريم: رابطه اين در u = µ/h2 + A cos θ جايگذاري با

E =
µ2

2h2
(e2 − 1),

.e =
√

1 + 2Eh2

µ2 مي دهد نشان كه

يوكاوا پتانسيل ۳

مي گيريم: نظر در را يوكاوا فرم به مركزي پتانسيل يك در m جرم با ذره اي حركت

V (r) = −k

r
e−αr, k > 0, α > 0.

تعادل شعاع و مؤثر پتانسيل ۱ .۳

است: زير صورت به (r, ϕ) قطبي مختصات در لاگرانژين مركزي، پتانسيل يك براي

L =
1

2
m(ṙ2 + r2ϕ̇2)− V (r)

كاهش زير مؤثر پتانسيل با بعد يك به را شعاعي حركت ،ℓ از استفاده با است. پايسته ℓ = mr2ϕ̇ زاويه اي تكانه
مي دهيم:

۵



Veff (r) = V (r) +
ℓ2

2mr2

اينجا: در

Veff (r) = −k

r
e−αr +

ℓ2

2mr2

دايره اي مدار شرط ۲ .۳

كند: ارضا را V ′
eff (r0) = 0 شرط بايد r = r0 شعاع در دايره اي مدار يك

d

dr

[
−k

r
e−αr

]
= − d

dr

[
k

r
e−αr

]
مي كنيم: محاسبه را مشتق ابتدا

d

dr

(
−k

r
e−αr

)
= −k

d

dr

(
r−1e−αr

)
= −k

[
−r−2e−αr − αr−1e−αr

]
= ke−αr

(
1

r2
+

α

r

)
.− ℓ2

mr3 با است برابر ℓ2

2mr2 جمله مشتق
مي دهد: دست به V ′

eff (r0) = 0 شرط بنابراين

ke−αr0

(
1

r20
+

α

r0

)
− ℓ2

mr30
= 0

ke−αr0(1 + αr0)

r20
=

ℓ2

mr30

:r30 در ضرب

ke−αr0(1 + αr0)r0 =
ℓ2

m
پس:

ℓ2 = mk r0e
−αr0(1 + αr0)

۶



قطبي مختصات در لاگرانژين ۳ .۳

:V (r) مركزي پتانسيل با صفحه يك در حركت براي

L = T − V =
1

2
m(ṙ2 + r2ϕ̇2)− V (r)

:ϕ مختصه براي
∂L
∂ϕ̇

= mr2ϕ̇,
∂L
∂ϕ

= 0

پس:
d

dt
(mr2ϕ̇) = 0

مي دهد: معادله اين

mr2ϕ̇ = const. = ℓ

است. (بزرگي) پايسته زاويه اي تكانه ℓ آن در كه
:r براي اويلر۱-لاگرانژ معادله از

∂L
∂ṙ

= mṙ,
∂L
∂r

= mrϕ̇2 − V ′(r)

پس:
d

dt
(mṙ) = mrϕ̇2 − V ′(r)

مي شود: شعاعي معادله ،ϕ̇ = ℓ
mr2 جايگذاري با

mr̈ = mr

(
ℓ

mr2

)2

− V ′(r)

mr̈ =
ℓ2

mr3
− V ′(r)

بازآرايي: با

mr̈ = − d

dr

[
V (r) +

ℓ2

2mr2

]
زيرا:

d

dr

(
ℓ2

2mr2

)
= − ℓ2

mr3

۷



بنابراين:

mr̈ = − d

dr
Veff (r)

آن: در كه

Veff (r) = V (r) +
ℓ2

2mr2

u(ϕ) = 1/r متغير تغيير ۴ .۳

مي دانيم:
dr

dt
=

dr

dϕ
ϕ̇ =

dr

dϕ

ℓ

mr2
.

:r = 1/u با
dr

dϕ
= − 1

u2
du

dϕ
.

پس:

ṙ =
dr

dϕ
· ϕ̇ =

(
− 1

u2
du

dϕ

)
·
(
ℓu2

m

)
= − ℓ

m

du

dϕ
.

E انرژي در جايگذاري ۵ .۳

ṙ2 =
ℓ2

m2

(
du

dϕ

)2

,
ℓ2

2mr2
=

ℓ2

2m
u2, −k

r
e−αr = −ku e−α/u.

پس:

E =
1

2
m · ℓ2

m2

(
du

dϕ

)2

+
ℓ2

2m
u2 − ku e−α/u.

:2mℓ2 در طرف دو ضرب با

2mE

ℓ2
=

(
du

dϕ

)2

+ u2 − 2mk

ℓ2
u e−α/u.

۸



مدار ديفرانسيل معادله ۶ .۳

(
du

dϕ

)2

+ u2 − 2mk

ℓ2
u e−α/u =

2mE

ℓ2
.

آيد: به دست دو درجه ديفرانسيل معادله تا بگيريم ϕ به نسبت مشتق

2
du

dϕ

d2u

dϕ2
+ 2u

du

dϕ
− 2mk

ℓ2

[
e−α/u + u · e−α/u · α

u2

] du
dϕ

= 0.

:(dudϕ ̸= 0 دايره اي مدار از (غير بگيريم فاكتور du
dϕ از

d2u

dϕ2
+ u− mk

ℓ2
e−α/u

[
1 +

α

u

]
= 0.

دقيق) (فرم مدار معادله ۷ .۳

d2u

dϕ2
+ u =

mk

ℓ2
e−α/u

(
1 +

α

u

)
.

(α = 0) نيوتني حالت ۸ .۳

:α = 0 نيوتني حالت در

d2u

dϕ2
+ u =

mk

ℓ2
,

است. مخروطي) (مدارهاي u = mk
ℓ2 (1 + e cosϕ) جوابش كه

۹


