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مخروطي مقاطع يازدهم: جلسه
۱۴۰۴ - ۱۴۰۵ اول نيم سال

مقدمه ۱
مقاطع هندسه مركزي، نيروي يك تحت آسماني اجرام حركت درك در ويژه به تحليلي، مكانيك مطالعه در
يك با صفحه يك تقاطع از كه هستند منحني هايي مخروطي مقاطع مي كند. عمل رياضي بنيادي عنوان به مخروطي
متمايز منحني نوع چهار مخروط، رأس زاويه به نسبت تقاطع زاويه به بسته مي آيند. دست به راست و دوقلو مخروط
منحصربه فردي هندسي ويژگي هاي داراي منحني ها اين از يك هر هذلولي. و سهمي بيضي، دايره، مي شود: حاصل
مي شوند. بيان قطبي مختصات در كه هنگامي ويژه به سهيم اند، مشترك توصيفي چارچوب يك در همگي اما هستند،
در حال، اين با مي شوند. داده نمايش y و x در دوم درجه معادلات با عموماً منحني ها اين دكارتي، مختصات در
در است. طبيعي تر (r, θ) قطبي مختصات دستگاه گرانش، تحت سياره اي حركت مانند مركزي، نيروي مسائل تحليل

كرد: توصيف ظريف و واحد معادله يك با مي توان را مخروطي مقاطع همه قطبي، فرم

r(θ) =
l

1 + e cos θ

آن، معادل يا
r(θ) =

l

1− e cos θ

دارد. (directrix) مرُشد مستوي براي انتخاب شده جهت گيري به بستگي كه
مي كند. تعيين را مخروطي مقطع نوع كه است مركز از خروج نمايانگر e پارامتر اينجا، در

مدار. انرژي و اندازه با مرتبط پارامتري است، (semi− latusrectum) المستقيم نيمرأس نيز l ثابت
متحرك جسم يك ممكن مسيرهاي آن ها نيستند؛ انتزاعي هندسي روابط صرفاً منحني ها اين سماوي، مكانيك در
شده، گنجانده كپلر قوانين در كه عميق، ارتباط اين هستند. گرانش، مانند معكوس، مربع با مركزي نيروي يك تحت
دارد، قرار آن كانون هاي از يكي در خورشيد كه مي كنند حركت بيضوي مدارهاي در سيارات كه مي سازد آشكار

۱



تقريباً مدارهايي نيز ماهواره ها برخي و كنند دنبال را هذلولي يا سهموي مسيرهاي است ممكن دنباله دارها كه حالي در
مي پيمايند. را دايره اي

مي زند ديناميك به هندسه از تحليلي پلي كه چرا است، ضروري مخروطي مقاطع قطبي نمايش بر تسلط بنابراين،
آماده آن ها بر حاكم پايستگي قوانين و سياره اي حركت مورد در كپلر قوانين درك و استخراج براي را صحنه و

مي سازد.
مخروطي مقاطع معادله ۲

مي كنند ارضا را مشخص هندسي شرط يك كه است صفحه در P = (x, y)نقاط مجموعه مخروطي مقطع يك
دوطرفه). مخروط يك با صفحه يك تقاطع يا راهنما، خط يك و كانون يك از (فاصله

در كه است چندجمله اي معادله يك (x, y) كارتزين مختصات در يكپارچه توصيف ساده ترين جبري، ديد از اما
باشد. ۲ با برابر y و x كل توان بالاترين آن

مخروطي مقاطع :۱ شكل

داريم: دايره براي
x2 + y2 = r2 ⇒ x2 + y2 − r2 = 0

۲



.y و x در ۲ درجه
داريم: نيز بيضي براي

x2

a2
+

y2

b2
= 1 ⇒ b2x2 + a2y2 − a2b2 = 0

باشند. تراز بيضي محورهاي با محورها كه صورتي در xy جمله بدون ثابت؛ جمله و y2 ،x2 مانند جملاتي مجدداً
مثال: عنوان به سهمي براي

y = ax2 + bx+ c ⇒ ax2 − y + bx+ c = 0

.۲ درجه مجموع با ،y در خطي و x در دوم درجه
داريم: نيز هذلولي براي مشابه طور به و

x2

a2
− y2

b2
= 1 ⇒ b2x2 − a2y2 − a2b2 = 0

است. ۲ درجه
مركز از خروج ۳

نقطه يك تا P از فاصله نسبت كه مي شود تعريف صفحه در P نقاط تمام مجموعه به عنوان مخروطي مقطع يك
و مي نامند مركز از خروج را ثابت اين باشد. ثابت راهنما) (خط L ثابت خط يك تا P از فاصله و (كانون) F ثابت

مي دهند. نشان e با را آن
e توسط مخروطي مقاطع طبقه بندي ۱ .۳

مي كند: طبقه بندي را مخروطي مقاطع همه e واحد پارامتر اين
:e = 0 اگر �

دايره اي ،e → 0 حد (در است دايره خاص حالت اين باشد. صفر بايد كانون تا فاصله يعني است، صفر نسبت
مي آيد). به دست آن مركز در كانون با

:0 < e < 1 اگر �
است. راهنما خط تا فاصله از كمتر كانون تا فاصله

مي دهد. نتيجه را بيضي يك حالت اين نتيجه در
:e = 1 اگر �

هستند. برابر فاصله ها
مي دهد. نتيجه را سهمي يك حالت اين نتيجه در

:e > 1 اگر �
است. راهنما خط تا فاصله از بيشتر كانون تا فاصله
مي دهد. نتيجه را هذلولي يك حالت اين نتيجه در

۳



مركز از خروج :۲ شكل

مي گيريم. نظر در (d > 0 آن در x(كه = dعمودي خط صورت به را راهنما خط و (0, 0) مبدأ در Fرا كانون
قطبي: مختصات در P = (r, θ) نقطه يك براي

.r با است برابر F تا P از فاصله �
افقي). (فاصله |d− r cos θ| با است برابر x = d راهنما خط تا P از فاصله �

داريم: تعريف از
r

|d− r cos θ|
= e

۴



داشت: خواهيم اصلي)، شاخه براي راهنما خط چپ سمت (نقاط بگيريم نظر در را d− r cos θ > 0 اگر

r = e(d− r cos θ)

r + er cos θ = ed

r(1 + e cos θ) = ed

مركز از خروج مقايسه :۳ شكل

آنگاه: دهيم، قرار مي ناميم) نيمرأس المستقيم را آن (كه l = ed اگر

r =
l

1 + e cos θ

است. قطب در كانون با مخروطي مقطع يك براي معروف قطبي معادله همان اين
دايره ۴

داريم: e = 0 مركز از خروج با دايره يك براي

r =
ℓ

1 + 0 · cos θ
= ℓ (ثابت)

.ℓ شعاع و قطب در مركز با دايره يك

۵



مركز از خروج و كانون رابطه :۴ شكل

بيضي ۵
داريم: 0 < e < 1 مركز از خروج با بيضي براي

r =
ℓ

1 + e cos θ

:x = r cos θ به توجه با و r = ℓ− er cos θ از
r = ℓ− ex

√بنابراين:
x2 + y2 = ℓ− ex

طرف: دو كردن مربع با
x2 + y2 = ℓ2 − 2eℓx+ e2x2

(1− e2)x2 + 2eℓx+ y2 = ℓ2

:x براي مربع كردن كامل با

(1− e2)

(
x+

eℓ

1− e2

)2

+ y2 =
ℓ2

1− e2

۶



: ℓ2

1−e2 بر تقسيم با
(x+ eℓ

1−e2 )
2

( ℓ
1−e2 )

2
+

y2

ℓ2

1−e2
= 1

كه: است
(
− eℓ

1−e2 , 0
)

در مركز با بيضي يك معادله اين

a = ℓ
1−e2 بزرگ: نيم قطر محور �

b = ℓ√
1−e2

كوچك: نيم قطر محور �

c = ae = eℓ
1−e2 كانون: تا مركز از فاصله �

ℓ = a(1− e2) = b2

a توجه:
سهمي ۶

داريم: e = 1 مركز از خروج با سهمي براي مشابه طور به

r =
ℓ

1 + cos θ

:r = ℓ− r cos θ √از
x2 + y2 = ℓ− x

طرف: دو كردن مربع با
y2 = ℓ2 − 2ℓx = −2ℓ

(
x− ℓ

2

)
است. مبدأ در كانون و

(
ℓ
2 , 0

)
در رأس با سهمي يك معادله اين

هذلولي ۷
داريم: نيز e > 1 با هذلولي براي همچنين

r =
ℓ

1 + e cos θ

مي آوريم: دست به بيضي مشابه استدلالي با

(x− eℓ
e2−1)

2

( ℓ
e2−1)

2
− y2

ℓ2

e2−1

= 1

با: هذلولي يك معادله اين
a = ℓ

e2−1 حقيقي: نيم قطر محور �

۷



b = ℓ√
e2−1

موهومي: نيم قطر محور �

c = ae = eℓ
e2−1 كانون: تا مركز از فاصله �

ℓ = a(e2 − 1) = b2

a توجه:

مخروطي مقاطع خلاصه :۵ شكل

قطبي) فرم (عمومي ترين چرخيده شده نسخه ۸

داريم: باشد، چرخيده θ0 زاويه اندازه به قطبي محور به نسبت مخروطي مقطع اگر

r(θ) =
ℓ

1 + e cos(θ − θ0)

است. قطب در كانون يك با مخروطي مقطع هر براي استاندارد قطبي فرم اين

۸


