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۱ تحليلي مكانيك تدريس ياري
رستمي اباصلت دكتر استاد:
عابديني اميرعلي تدريس يار:
لاگرانژ ضرايب دهم: جلسه

۱۴۰۴ - ۱۴۰۵ اول نيم سال

ساده آونگ ۱
اين لولاست. ثابت نقطه يك حول كه شده متصل l طول به جرم بدون و صلب ميله اي به m نقطه اي جرم يك

مي كند. نوسان قائم صفحه در g گرانش اثر تحت آونگ
x2+ y2 = l2 قيد با را حركت معادلات لاگرانژ، ضريب يك و (x, y) كارتزين مختصات از استفاده با (الف)

آوريد. دست به
است. ميله در (تنَش) كشش نيروي با متناظر دهيد نشان تا كنيد حذف را ضريب (ب)

همان كه دهيد نشان و (y = −l cos θ و x = l sin θ كه طوري (به كنيد تبديل θ قيد بدون مختصات به (پ)
مي شود. حاصل θ معادله

شكل به زمان) احتمالاً (و مختصات بين رابطه اي هولونوميك قيد يك
ϕ(q1, q2, . . . , t) = 0

باشد. برقرار لحظات تمام در بايد كه است
صورت به قيد اينجا، در

ϕ(x, y) = x2 + y2 − l2 = 0

بماند. مختصات) (مبدأ محور مركز و l شعاع به دايره اي روي است مجبور جرم يعني است،
به را y و x مي دهد)، كاهش را آزادي درجه هاي (كه قيد مستقيم جايگزيني جاي به لاگرانژ، ضرايب روش در
در ضريب اين مي كنيم. اضافه لاگرانژين به λ(t) از استفاده با را قيد اما مي گيريم نظر در مستقل مختصات عنوان

شد. خواهد مرتبط قيد نيروي به نهايت

۱



كه: است زير صورت به فيزيكي ايده

S =

∫
(T − V ) dt

صورت به
S′ =

∫
[L+ λ(t)ϕ(x, y)] dt

مي شود. اصلاح
هستند. قيد خود و (λ از (حاصل قيد نيروي شامل كه مي آيند دست به معادلاتي ،λ و y ،x مستقل وردش با

اثر پايين سمت به گرانش و باشد بالا سمت به y محور باشد، (0, 0) مختصات مبدأ در آونگ محور كنيد فرض
كند.

است: صورت اين به پتانسيل و جنبشي انرژي

T =
1

2
m(ẋ2 + ẏ2), V = mgy.

با: است برابر قيد گرفتن نظر در بدون لاگرانژين بنابراين

L0 = T − V =
1

2
m(ẋ2 + ẏ2)−mgy.

مي شود: بيان زير شكل به قيد و
ϕ(x, y) = x2 + y2 − l2 = 0.

داريم: قيد شدن لحاظ با لاگرانژين براي ترتيب اين به

L = L0 + λ(t)ϕ(x, y) =
1

2
m(ẋ2 + ẏ2)−mgy + λ(t)(x2 + y2 − l2).

زمان). از اضافي مجهول تابع (يك است لاگرانژ ضريب λ(t) اينجا در
داريم: q = y و q = x ازاي به اويلر-لاگرانژ معادلات اعمال با

:x براي
∂L

∂ẋ
= mẋ,

d

dt

(
∂L

∂ẋ

)
= mẍ.

∂L

∂x
= 0 + λ · ∂ϕ

∂x
= λ · (2x).

پس:
mẍ− 2λx = 0 ⇒ mẍ = 2λx. (۱)

:y براي
∂L

∂ẏ
= mẏ,

d

dt

(
∂L

∂ẏ

)
= mÿ.

۲



∂L

∂y
= −mg + λ · ∂ϕ

∂y
= −mg + λ · (2y).

پس:
mÿ +mg − 2λy = 0 ⇒ mÿ +mg = 2λy. (۲)

داريم: سادگي به λ به نسبت وردش با :λ براي
∂L

∂λ
= 0 ⇒ ϕ(x, y) = 0,

يعني:
x2 + y2 = l2. (۳)

مي آيند: بدست ضرايب با حركت معادلات اكنون
mẍ = 2λx,

mÿ +mg = 2λy,

x2 + y2 = l2.

داريم: (۳) رابطه از مي كنند. تعيين را (t) و y(t) ،x(t) معادله، سه اين

x2 + y2 = l2.

زماني: مشتق اولين
2xẋ+ 2yẏ = 0 ⇒ xẋ+ yẏ = 0. (۴)

زماني: دوم مشتق

ẋ2 + xẍ+ ẏ2 + yÿ = 0. (۵)
:(۵) در (۲) و (۱) معادلات از ÿ و ẍ جايگزيني با

:(۱) از
ẍ =

2λ

m
x.

:(۲) از
ÿ =

2λ

m
y − g.

مي كنيم: جايگذاري (۵) در

ẋ2 + ẏ2 + x

(
2λ

m
x

)
+ y

(
2λ

m
y − g

)
= 0.

۳



ẋ2 + ẏ2 +
2λ

m
(x2 + y2)− gy = 0.

پس: ،x2 + y2 = l2 :(۳) از استفاده با

ẋ2 + ẏ2 +
2λ

m
l2 − gy = 0.

:λ براي حل
2λ

m
l2 = gy − (ẋ2 + ẏ2),

λ =
m

2l2
[
gy − (ẋ2 + ẏ2)

]
. (۶)

يك حركت كه مي شود اطلاق محدوديتي به قيد مفهوم فيزيك، در است؛ مهم بسيار موضوع اين فيزيكي مفهوم
مسيري روي تنها مي كند مجبور را جرم يك كه صلب ميله اي مانند مي كند؛ محدود خاصي شكل به را مكانيكي سيستم

كند. حركت مشخص شعاع با دايره اي
رويكرد در اما كرد، استفاده حركت توصيف براي (θ) زاويه از مستقيماً مي توان اگرچه ساده، آونگ مسئله در
ثابت (يعني x2 + y2 = l2 هندسي قيد سپس و كرده بيان y و x كارتزين مختصات دو با را جرم موقعيت كلي تر،

مي كنيم. اعمال لاگرانژ ضريب روش با را مركز) از فاصله بودن
كه نيرويي مي كند، نمايندگي را ميله سوي از اعمال شده نامعلوم نيروي واقع در (λ) لاگرانژ ضريب روش، اين در
با مي شود. ظاهر شعاع راستاي در فشار) ديگر موارد در (يا كشش صورت به و است لازم ميله ثابت طول حفظ براي

مي آيد. دست به قيد نيروي اين مقدار هم و (y(t) و x(t)) آونگ حركت هم حاصل، معادلات همزمان حل
معادله شكل به دقيقاً نهايي معادله كه مي شود مشاهده ،(θ) زاويه اي مختصات به معادلات تبديل با سرانجام،
تأييد را لاگرانژ ضريب روش درستي هم كه نتيجه اي درمي آيد؛ (θ̈ + g

l sin θ = 0) ساده آونگ شناخته شده
كرد. وارد لاگرانژين بندي فرمول در مستقيماً را قيد نيروهاي مي توان چگونه مي دهد نشان هم و مي كند

است: زير صورت به لاگرانژ ضريب فرماليسم در قيد نيروي

F⃗constraint = λ∇ϕ = λ(2x, 2y) = (2λx, 2λy).

سمت به كه است كششي نيرو اين ميله، يك براي شود. اعمال قيد تا مي كند وارد جرم به ميله كه است نيرويي اين
دارد. جهت (لولا) محور

از (كه شعاعي واحد بردار باشد. شعاعي) جهت در داخل سمت به (مثبت، كشش نيروي بزرگي T كنيد فرض
با: است برابر است) جرم سمت به مبدأ

r̂ =
x

l
î+

y

l
ĵ.

بنابراين: .−T r̂ با است برابر ميله از وارده داخلي نيروي

F⃗rod = −T r̂ = −Tx

l
î− Ty

l
ĵ.

۴



پس: است. λ∇ϕ = (2λx, 2λy) قيد نيروي همان F⃗rod اما

2λx = −Tx

l
, 2λy = −Ty

l
.

مي شود: نتيجه نباشند، صفر دو هر y و x اگر

2λ = −T

l
.

بنابراين:
λ = −T

2l
.

T رابطه، اين همراه به (۶) قبلي فرمول بود. خواهد منفي λ داخل)، سمت به (نيروي است مثبت كشش وقتي پس
مي كند. بيان صريح به طور را

داريم: λ = −T
2l و (۶) رابطه از

−T

2l
=

m

2l2
[
gy − (ẋ2 + ẏ2)

]
.

مي كنيم: ضرب 2l در را طرف دو

−T =
m

l

[
gy − (ẋ2 + ẏ2)

]
.

پس:

T =
m

l

[
ẋ2 + ẏ2 − gy

]
.

از θ (اگر y = −l cos θ و شد) خواهد داده نشان قطبي مختصات در (كه ẋ2 + ẏ2 = l2θ̇2 كه آنجا از
دارد. مطابقت آونگ در كشش شناخته شده فرمول با عبارت اين شود)، اندازه گيري پايين به قائم راستاي

به نسبت زاويه θ كنيد فرض برسيم. سابق نتايج به تا مي كنيم بازنويسي θ برحسب را آمده بدست روابط اكنون
پس: باشد، پايين به قائم راستاي

x = l sin θ, y = −l cos θ.

قيد: بررسي
x2 + y2 = l2(sin2 θ + cos2 θ) = l2,

است. برقرار كه
:θ حسب بر سرعت ها

ẋ = l cos θ θ̇, ẏ = l sin θ θ̇.

جنبشي: انرژي

T =
1

2
m(ẋ2 + ẏ2) =

1

2
m

[
l2 cos2 θ θ̇2 + l2 sin2 θ θ̇2

]
=

1

2
ml2θ̇2.

۵



مبدأ): در صفر بالا، به رو y (محور پتانسيل انرژي
V = mgy = mg(−l cos θ) = −mgl cos θ.

لاگرانژين:
L(θ, θ̇) =

1

2
ml2θ̇2 +mgl cos θ.

:θ براي اويلر-لاگرانژ
∂L

∂θ̇
= ml2θ̇,

d

dt

(
∂L

∂θ̇

)
= ml2θ̈.

∂L

∂θ
= −mgl sin θ.

معادله:
ml2θ̈ +mgl sin θ = 0,

θ̈ +
g

l
sin θ = 0.

:θ حسب بر y و x بيان و (۲) و (۱) معادلات از
داريم:

x = l sin θ, y = −l cos θ,

ẋ = l cos θ θ̇, ẍ = l cos θ θ̈ − l sin θ θ̇2,

ẏ = l sin θ θ̇, ÿ = l sin θ θ̈ + l cos θ θ̇2.

مي كنيم: جايگذاري (۱) در
m

[
l cos θ θ̈ − l sin θ θ̇2

]
= 2λ(l sin θ). (A)

مي كنيم: جايگذاري (۲) در
m

[
l sin θ θ̈ + l cos θ θ̇2

]
+mg = 2λ(−l cos θ). (B)

مي كنيم: ضرب cos θ در را (A)
ml cos2 θ θ̈ −ml sin θ cos θ θ̇2 = 2λl sin θ cos θ. (A′)

مي كنيم: ضرب sin θ در را (B)
ml sin2 θ θ̈ +ml sin θ cos θ θ̇2 +mg sin θ = −2λl sin θ cos θ. (B′)

مي كنيم: جمع را (B′) و (A′)
ml(cos2 θ + sin2 θ)θ̈ +mg sin θ = 0.

mlθ̈ +mg sin θ = 0,

θ̈ +
g

l
sin θ = 0.

دارد. مطابقت θ مستقيم لاگرانژين از آمده دست به معادله با دقيقاً كه

۶



چرخان حلقه روي مهره ۲
است. شده چرخش به وادار قائم محور يك حول ω ثابت زاويه اي سرعت با و دارد قرار قائم صفحه يك در حلقه
مختصات مبدأ در آن مركز و باشد xz صفحه t = 0 زمان در حلقه صفحه مي گيريم. نظر در z محور را قائم محور

است. چرخيده ωt زاويه اندازه به z محور حول حلقه ،t زمان در گيرد. قرار
(در حلقه مركز به نسبت پايين به رو قائم راستاي از زاويه θ كنيد فرض بگيريد؛ نظر در را حلقه روي مهره موقعيت

باشد. حلقه) دوار صفحه
و مي كنيم آغاز قيود و سه بعدي كارتزين مختصات با را كار كنيم، استفاده لاگرانژ ضرايب از مي خواهيم چون اما

دهيم. سيستم تغيير مناسب تري مختصات به است ممكن سپس
توصيف براي لازم مستقل مختصات تعداد قيد اين است. سيستم يك حركت بر محدوديتي قيد يك كه ديديم

مي دهد. كاهش را سيستم پيكربندي
هستند: زير شكل به زمان) احتمالاً (و مختصات بين روابطي هولونوميك قيود

f(q1, q2, . . . , t) = 0.

هولونوميك قيد يك سيم شكل كه طوري به است، بماند سيم يك روي است مجبور كه مهره اي يك قيد اين مثال
است.

هستند. زمان به وابسته صريح طور به رئونوميك قيود
مي شود. زمان شامل قيد معادله است. شده چرخش به وادار معيني زاويه اي سرعت با كه سيمي قيد، اين براي مثالي

كرد. تبديل مختصات بين صرفاً رابطه يك به را آن ها نمي توان و هستند سرعت ها شامل غيرهولونوميك قيود
و مي كنيم حذف را اضافي مختصات قيد، حل با كه است مستقيم جايگزيني يكي دارد؛ وجود اصلي روش دو
معادلات و مي كنيم حفظ را مختصات تمام كه است لاگرانژ ضرايب ديگر روش مي دهيم. كاهش را آزادي درجه هاي

است. محدوديت آن اعمال براي لازم قيد نيروي با متناظر ضريب هر مي كنيم. اضافه λi(t) ضرايب با را قيد
گرانش اثر است. بالا سمت به قائم صورت به Z محور آن در كه بگيريم نظر در (X,Y, Z) را لخت چارچوب

است. g⃗ = −gẐ صورت به
است. R شعاع و مبدأ در آن مركز دارد، قرار XZ صفحه در حلقه ،t = 0 در

است. Y = 0 و X2 + Z2 = R2 صورت به نيز معادله
صفحه با ϕ = ωt زاويه حلقه صفحه ،t زمان در مي چرخانيم. ω زاويه اي سرعت با Z محور حول را حلقه حال

مي سازد. XZ

كند: ارضا را قيد دو بايد مهره موقعيت لخت، مختصات در
Y/X = رابطه با دوار قائم صفحه� ،t زمان در مي ماند. باقي دوار قائم صفحه در مهره كه است اين اول وضعيت

مي شود: بيان معادل طور به يا (X ̸= 0 (براي tan(ωt)

ϕ1(X,Y, t) = X sin(ωt)− Y cos(ωt) = 0.

است). وابسته زمان به صريح طور (به است رئونوميك هولونوميك قيد يك اين
است: R برابر مبدأ از فاصله مي ماند. باقي R شعاع به دايره اي حلقه روي مهره كه است اين دوم وضعيت

۷



ϕ2(X,Y, Z) = X2 + Y 2 + Z2 −R2 = 0.

زمان). از (مستقل است اسكلرونوميك هولونوميك قيد يك اين
دارد. آزادي درجه ۱ نتيجه در و است قيد ۲ با (X,Y, Z) كارتزين مختصه ۳ داراي مهره پس،

لخت: چارچوب در جنبشي انرژي بپردازيم. لاگرانژين تشكيل به اكنون

T =
1

2
m(Ẋ2 + Ẏ 2 + Ż2).

بالا): سمت به Z بودن مثبت فرض (با پتانسيل انرژي

V = mgZ.

قيد: بدون لاگرانژين

L0 = T − V =
1

2
m(Ẋ2 + Ẏ 2 + Ż2)−mgZ.

مي كنيم: اضافه λ2(t) و λ1(t) ضرايب با را قيود

L = L0 + λ1(t)ϕ1(X,Y, t) + λ2(t)ϕ2(X,Y, Z).

يعني:

L =
1

2
m(Ẋ2+ Ẏ 2+Ż2)−mgZ+λ1[X sin(ωt)−Y cos(ωt)]+λ2[X

2+Y 2+Z2−R2].

داريم: Z و Y ،X به نسبت مستقل وردش با
:X براي

∂L

∂Ẋ
= mẊ,

d

dt

∂L

∂Ẋ
= mẌ.

∂L

∂X
= λ1 sin(ωt) + λ2 · 2X.

است: زير صورت به لاگرانژ اويلر معادله
mẌ = λ1 sin(ωt) + 2λ2X. (۱)

:Y براي
∂L

∂Ẏ
= mẎ ,

d

dt

∂L

∂Ẏ
= mŸ .

∂L

∂Y
= λ1[− cos(ωt)] + λ2 · 2Y.

۸



لاگرانژ: اويلر معادله و
mŸ = −λ1 cos(ωt) + 2λ2Y. (۲)

:Z براي
∂L

∂Ż
= mŻ,

d

dt

∂L

∂Ż
= mZ̈.

∂L

∂Z
= −mg + λ2 · 2Z.

لاگرانژ: اويلر معادله مجددا
mZ̈ +mg = 2λ2Z. (۳)

داريم: قيد معادلات براي
ϕ1 = X sin(ωt)− Y cos(ωt) = 0, (C1)

ϕ2 = X2 + Y 2 + Z2 −R2 = 0. (C2)
(C2) و (C1) ،(۳) ،(۲) ،(۱) داريم: معادله ۵ كل در حالا

.λ2(t) ،λ1(t) ،Z(t) ،Y (t) ،X(t) مجهول: ۵ براي

آنگاه: باشد، Y = r sin(ωt) و X = r cos(ωt) اگر

Ẋ = ṙ cos(ωt)− rω sin(ωt),

Ẏ = ṙ sin(ωt) + rω cos(ωt).

Ẍ = r̈ cos(ωt)− 2ṙω sin(ωt)− rω2 cos(ωt),

Ÿ = r̈ sin(ωt) + 2ṙω cos(ωt)− rω2 sin(ωt).

بيابيم: را λ2 و λ1 تا مي كنيم جايگذاري (۲) و (۱) معادلات در
چپ: طرف بگيريم؛ نظر در را (۱) معادله

mẌ = m
[
r̈ cos(ωt)− 2ṙω sin(ωt)− rω2 cos(ωt)

]
.

راست: طرف
λ1 sin(ωt) + 2λ2X = λ1 sin(ωt) + 2λ2r cos(ωt).

:sin(ωt) و cos(ωt) ضرايب دادن قرار برابر با
:cos(ωt) ضريب -

mr̈ −mrω2 = 2λ2r. (1a)
۹



:sin(ωt) ضريب -
−2mṙω = λ1. (1b)

چپ: طرف بگيريم؛ نظر در را (۲) معادله اكنون
mŸ = m

[
r̈ sin(ωt) + 2ṙω cos(ωt)− rω2 sin(ωt)

]
.

راست: طرف
−λ1 cos(ωt) + 2λ2Y = −λ1 cos(ωt) + 2λ2r sin(ωt).

ضرايب: دادن قرار برابر با
:cos(ωt) ضريب -

2mṙω = −λ1. (2a)
:sin(ωt) ضريب -

mr̈ −mrω2 = 2λ2r. (2b)
:(2a) و (1b) از

λ1 = −2mṙω.

:(2b) و (1a) از
mr̈ −mrω2 = 2λ2r.

بنابراين:
λ1 = −2mṙω, (۴)

2λ2 =
mr̈ −mrω2

r
( rبراي ̸= 0). (۵)

:(C2) از داد. خواهيم ادامه Z براي (۳) معادله از استفاده با
Z2 = R2 − r2.

مي گيريم: مشتق بار يك
2ZŻ = −2rṙ ⇒ Ż = −rṙ

Z
.

دوم: مشتق

Z̈ = −(ṙ2 + rr̈)Z − rṙŻ

Z2
.

:Ż = −rṙ

Z
جايگذاري با

Z̈ = −(ṙ2 + rr̈)Z + rṙ · (rṙ/Z)
Z2

= −(ṙ2 + rr̈)Z2 + r2ṙ2

Z3
.

۱۰



خواهيم سازي ساده بسيار صورت اين در باشد. قائم راستاي از زاويه θ اكنون دهيم؛ تغيير را متغير كه است اين بهتر راه
كرد.

كنيد فرض
r = R sin θ, Z = R cos θ.

است. (Z = −R, r = 0) بالا به مربوط θ = π و (Z = R, r = 0) حلقه پايين به مربوط θ = 0 اينجا در
آنگاه:

ṙ = Rθ̇ cos θ, r̈ = Rθ̈ cos θ −Rθ̇2 sin θ.

Ż = −Rθ̇ sin θ, Z̈ = −Rθ̈ sin θ −Rθ̇2 cos θ.

داريم: θ حسب بر معادلات بازنويسي با
:(۵) از

2λ2 =
m(Rθ̈ cos θ −Rθ̇2 sin θ)−m(R sin θ)ω2

R sin θ
.

ساده سازي:

2λ2 = m

[
θ̈ cos θ − θ̇2 sin θ − ω2 sin θ

sin θ

]
. (5′)

:(۳) از
mZ̈ +mg = 2λ2Z.

:Z = R cos θ و Z̈ = −Rθ̈ sin θ −Rθ̇2 cos θ جايگذاري با
m(−Rθ̈ sin θ −Rθ̇2 cos θ) +mg = 2λ2(R cos θ).

:mR بر تقسيم

−θ̈ sin θ − θ̇2 cos θ +
g

R
=

2λ2
m

cos θ. (۶)

داشت: خواهيم λ2 حذف با
:(5′) از

2λ2
m

=
θ̈ cos θ − θ̇2 sin θ − ω2 sin θ

sin θ
.

:(۶) از
2λ2
m

=
−θ̈ sin θ − θ̇2 cos θ + g/R

cos θ
.

مي دهيم: قرار مساوي

θ̈ cos θ − θ̇2 sin θ − ω2 sin θ

sin θ
=

−θ̈ sin θ − θ̇2 cos θ + g/R

cos θ
.
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متقاطع: ضرب

cos θ
(
θ̈ cos θ − θ̇2 sin θ − ω2 sin θ

)
= sin θ

(
−θ̈ sin θ − θ̇2 cos θ +

g

R

)
.

مي دهيم: بسط

θ̈ cos2 θ − θ̇2 sin θ cos θ − ω2 sin θ cos θ = −θ̈ sin2 θ − θ̇2 sin θ cos θ +
g

R
sin θ.

مي شود: حذف طرف دو از −θ̇2 sin θ cos θ جمله

θ̈ cos2 θ − ω2 sin θ cos θ = −θ̈ sin2 θ +
g

R
sin θ.

:θ̈ جمله هاي كردن جمع

θ̈(cos2 θ + sin2 θ) = ω2 sin θ cos θ +
g

R
sin θ.

θ̈ = ω2 sin θ cos θ +
g

R
sin θ.

با: است براب θ براي حركت معادله نتيجه در

θ̈ = sin θ
(
ω2 cos θ +

g

R

)
.

معادل: شكل به يا
θ̈ − ω2 sin θ cos θ − g

R
sin θ = 0.

هستند: زير صورت به لاگرانژ ضرايب بنابراين

λ1 = −2mṙω كوريوليس) اثرات به .(مربوط
λ2 =

m

2

[
−ω2 sin2 θ +

g

R
cos θ − θ̇2

]
شعاعي) عمودي نيروي به .(مربوط

لاگرانژ ضريب روش سازگاري و دارد همخواني دوار قائم حلقه يك روي مهره براي شناخته شده پاسخ با نتايج اين
مي كند. تأييد را

چرخان سهموي روي مهره ۳
معادله با سهمي وار سيم يك روي اصطكاك بدون m جرم به مهره يك

y = αx2

واداشته چرخش به y عمودي محور حول ω ثابت زاويه اي سرعت با سيم اين است. ثابت α آن در كه مي لغزد
است. شده

بنويسيد. را هولونوميك قيد (الف)
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(قيد بيابيد. را مهره حركت معادلات لاگرانژ، ضريب يك و (r, ϕ, y) استوانه اي مختصات از استفاده با (ب)
است.) دوم رئونوميك قيد يك ϕ̇ = ω و y = αr2

كنيد. تفسير را ضريب و كنيد پيدا را دوار سيم به نسبت مهره r0 تعادلي موقعيت (پ)

آن: در كه مي كنيم كار (r, ϕ, y) استوانه اي مختصات در
x = r cosϕ, z = r sinϕ, yبالا سمت به عمودي .

جنبشي: انرژي
T =

1

2
m(ṙ2 + r2ϕ̇2 + ẏ2).

بالا): سمت به y (گرانش، پتانسيل انرژي
V = mgy.

قيد: بدون لاگرانژين

L0 = T − V =
1

2
m(ṙ2 + r2ϕ̇2 + ẏ2)−mgy.

داريم: قيد دو ما
مي نويسيم: زير صورت به مي ماند. باقي y = αr2 سهمي وار سيم روي مهره هولونوميك: قيد (۱)

ϕ1(r, y) = y − αr2 = 0.

.λ(t) مرتبط: لاگرانژ ضريب
مي چرخد: ω ثابت سرعت با سيم رئونوميك: سينماتيكي قيد (۲)
ϕ̇− ω = 0.

است. µ(t) مرتبط لاگرانژ ضريب
اصلاح شده: لاگرانژين

L = L0 + λ(t)ϕ1(r, y) + µ(t)(ϕ̇− ω).

يعني:

L =
1

2
m(ṙ2 + r2ϕ̇2 + ẏ2)−mgy + λ(y − αr2) + µ(ϕ̇− ω).

مختصات. نه هستند، زمان از توابعي µ و λ كه شود توجه
:y ،ϕ ،r به نسبت مستقل وردش با مي كنيم. استفاده لاگرانژ - اويلر معادله از مشابه طور به اكنون

:r مختصه براي
∂L

∂ṙ
= mṙ,

d

dt

∂L

∂ṙ
= mr̈.
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∂L

∂r
= mrϕ̇2 + λ · (−2αr) = mrϕ̇2 − 2αrλ.

اويلر-لاگرانژ: معادله
mr̈ − (mrϕ̇2 − 2αrλ) = 0.

mr̈ = mrϕ̇2 − 2αrλ. (۱)
:ϕ مختصه براي

∂L

∂ϕ̇
= mr2ϕ̇+ µ.

d

dt

∂L

∂ϕ̇
= 2mrṙϕ̇+mr2ϕ̈+ µ̇.

∂L

∂ϕ
= 0.

اويلر-لاگرانژ: معادله
2mrṙϕ̇+mr2ϕ̈+ µ̇ = 0. (۲)

:y مختصه براي
∂L

∂ẏ
= mẏ,

d

dt

∂L

∂ẏ
= mÿ.

∂L

∂y
= −mg + λ.

اويلر-لاگرانژ: معادله
mÿ − (−mg + λ) = 0.

mÿ +mg = λ. (۳)
قيد: معادلات

y − αr2 = 0. (۴)

ϕ̇− ω = 0. (۵)
.µ(t) ،λ(t) ،y(t) ،ϕ(t) ،r(t) مجهول: ۵ براي ،(۵) ،(۴) ،(۳) ،(۲) ،(۱) داريم: معادله ۵ اينجا تا

داريم: ϕ̇ = ω اعمال با
.ϕ̈ = 0 پس (ثابت) ϕ̇ = ω :(۵) از

مي شود: (۲) معادله
0 + 2mrṙω + µ̇ = 0.
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µ̇ = −2mωrṙ. (2′)
مي شود: (۱) معادله

mr̈ = mrω2 − 2αrλ.

r̈ = rω2 − 2α

m
rλ. (1′)

.λ = mÿ +mg تغيير: بدون (۳) معادله
مي گيريم: مشتق ،y = αr2 :(۴) از

ẏ = 2αrṙ, ÿ = 2α(ṙ2 + rr̈).

:ÿ و (۳) از دهيم. مي ادامه λ عبارت در جايگذاري با

λ = m
[
2α(ṙ2 + rr̈)

]
+mg.

λ = 2mα(ṙ2 + rr̈) +mg. (3′)
مي كنيم: جايگذاري (1′) در (3′) از را λ رويم. مي پيش r معادله از λ حذف با ادامه در

r̈ = rω2 − 2α

m
r
[
2mα(ṙ2 + rr̈) +mg

]
.

r̈ = rω2 − 2αr
[
2α(ṙ2 + rr̈) + g

]
.

مي دهيم: بسط
r̈ = rω2 − 4α2r(ṙ2 + rr̈)− 2αgr.

داريم: بازنويسي و r̈ جمله هاي جمع آوري با

r̈ + 4α2r2r̈ = rω2 − 4α2rṙ2 − 2αgr.

r̈(1 + 4α2r2) = r(ω2 − 2αg)− 4α2rṙ2.

با: است برابر r(t) براي حركت نهايي معادله همچنين
r̈(1 + 4α2r2) = r(ω2 − 2αg)− 4α2rṙ2.

مي آيد. دست به (2′) انتگرال گيري از µ(t) و (3′) رابطه از λ ،ϕ(t) = ωt ،y(t) = αr(t)2 و
مي غلتد متحرك تخته يك روي كه استوانه اي ۴

خود مي غلتد. m جرم به افقي تخته يك روي لغزش بدون R شعاع و M جرم به يكنواخت توپرُ استوانه يك
بلغزد. افقي سطح يك روي اصطكاك بدون مي تواند تخته

بيابيد. را استوانه θ زاويه اي جابجايي و xp تخته جابجايي بين قيد رابطه (الف)
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دست به را حركت معادلات لاگرانژ، ضريب يك و استوانه) جرم (مركز xc و xp مختصات از استفاده با (ب)
آوريد.

كنيد: فرض مي غلتد، تخته روي كه استوانه اي براي
تخته. جابجايي = xp -

استوانه. جرم مركز جابجايي = xc -
ساعتگرد). چرخش براي (مثبت استوانه زاويه اي جابجايي = θ -

با: است برابر زمين به نسبت استوانه روي تماس نقطه سرعت
vcontact = vc + (−Rθ̇),

مي كند.) حركت چپ به مركز به نسبت استوانه پايين باشد، ساعتگرد θ̇ > 0 (اگر
بنابراين: است. صفر تخته به نسبت تماس نقطه سرعت بغلتد، تخته به نسبت لغزش بدون استوانه اگر توجه: اما

vcontact = vplank.

يعني:
ẋc −Rθ̇ = ẋp.

داريم: لغزش بدون شرط از
ẋc −Rθ̇ = ẋp.

مي آوريم: دست به ،θ(0) = 0 ،xp(0) = 0 ،xc(0) = 0 اوليه شرايط فرض با و زمان به نسبت انتگرال گيري با
xc −Rθ = xp.

معادل: طور به يا
ϕ(xp, xc, θ) = xc −Rθ − xp = 0.

است. اسكلرونوميك هولونوميك قيد يك اين

xc −Rθ − xp = 0 يا ẋc −Rθ̇ = ẋp.

كنيد. استفاده لاگرانژ ضريب يك و xc و xp مختصات از كه مي گويد مسئله
از را آزادي درجه هاي xc − Rθ − xp = 0 قيد .θ ،xc ،xp داريم: سينماتيكي متغير سه ما كه شود توجه اما

مي دهد. كاهش ۲ به ۳
را قيد و مي گيريم نظر در مستقل تعميم يافته مختصات عنوان به را (θ ،xc ،xp) سه هر لاگرانژ، ضريب روش در

مي كنيم. اعمال λ(t) ضريب يك با
.q3 = θ ،q2 = xc ،q1 = xp است: زير صورت به تعميم يافته مختصات

با: است برابر نيز قيد
ϕ(xp, xc, θ) = xc −Rθ − xp = 0.

.V = 0 پس قائم حركت هيچ افقي، سطح پتانسيل: انرژي
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شود. مي نوشته استوانه و تخته براي نيز جنبشي انرژي
داريم: تخته براي

Tp =
1

2
mẋ2p.

داريم: استوانه براي
.12Mẋ2c جرم: مركز انتقالي جنبشي انرژي -

جرم: مركز حول چرخشي جنبشي انرژي -
پس: .I = 1

2MR2 آن: محور حول توپرُ استوانه لختي گشتاور

T��� =
1

2
Iθ̇2 =

1

2
· 1
2
MR2θ̇2 =

1

4
MR2θ̇2.

استوانه: كل جنبشي انرژي
Tc =

1

2
Mẋ2c +

1

4
MR2θ̇2.

سيستم: كل جنبشي انرژي

T = Tp + Tc =
1

2
mẋ2p +

1

2
Mẋ2c +

1

4
MR2θ̇2.

به λ(t)ϕ(xp, xc, θ) عبارت كه است صورت اين به كه هولونوميك قيود براي لاگرانژ ضريب استاندارد روش
بگيريم. نظر در را مي شود اضافه لاگرانژين

پس:

L = T − V + λ(t)ϕ =
1

2
mẋ2p +

1

2
Mẋ2c +

1

4
MR2θ̇2 + λ(xc −Rθ − xp).

نيرو). (بعُد است لاگرانژ ضريب λ(t) اينجا در
مي گيريم. وردش مستقل طور به θ و xc ،xp از

:xp براي
∂L

∂ẋp
= mẋp,

d

dt

(
∂L

∂ẋp

)
= mẍp.

∂L

∂xp
= −λ.

لاگرانژ: - اويلر معادله
mẍp + λ = 0. (۱)

:xc براي
∂L

∂ẋc
= Mẋc,

d

dt

(
∂L

∂ẋc

)
= Mẍc.

∂L

∂xc
= λ.
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لاگرانژ: - اويلر معادله
Mẍc − λ = 0. (۲)

:θ براي
∂L

∂θ̇
=

1

2
MR2θ̇,

d

dt

(
∂L

∂θ̇

)
=

1

2
MR2θ̈.

∂L

∂θ
= −λR.

لاگرانژ: - اويلر معادله
1

2
MR2θ̈ + λR = 0.

:R بر تقسيم
1

2
MRθ̈ + λ = 0. (۳)

قيد: معادله
ϕ = xc −Rθ − xp = 0. (۴)

.λ(t) ،θ(t) ،xc(t) ،xp(t) مجهول: چهار براي (۴) ،(۳) ،(۲) ،(۱) داريم: معادله چهار حالا
نيمكره) از (سقوط كره روي ذره ۵

مي كند. حركت به شروع R شعاع به ثابت صاف كره يك بالاي در سكون حالت از m جرم به ذره اي
دست به را حركت معادلات ،r = R قيد براي لاگرانژ ضريب يك و (r, θ, φ) كروي مختصات از استفاده با

آوريد.
مي كنيم: استفاده كره مركز در مبدأ با (r, θ, ϕ) كروي مختصات از

مركز. از شعاعي فاصله :r -
.θ = 0 كره بالاي در بنابراين مي شود. اندازه گيري مثبت) z (محور قائم محور از كه قطبي زاويه :θ -

قائم. محور حول سمت الرأسي زاويه :ϕ -
بماند: باقي كره سطح روي ذره اينكه قيد

f(r) = r −R = 0.

كارتزين: مختصات در موقعيت
x = r sin θ cosϕ, y = r sin θ sinϕ, z = r cos θ.

زمان: به نسبت r⃗ = (x, y, z) مشتقگيري از داريم. نياز را كروي مختصات در سرعت مربع

v2 = ẋ2 + ẏ2 + ż2.
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استاندارد: نتيجه
v2 = ṙ2 + r2θ̇2 + r2 sin2 θ ϕ̇2.

جنبشي: انرژي
T =

1

2
mv2 =

1

2
m

(
ṙ2 + r2θ̇2 + r2 sin2 θ ϕ̇2

)
.

به را گرانشي پتانسيل كه است راحت تر واقع، در مي گيريم؛ نظر در كره مركز در را پتانسيل صفر پتانسيل: انرژي
داريم: ،z = r cos θ با بگيريم. نظر در بالا سمت به z محور با V = mgz صورت

V = mgz = mgr cos θ.

قيد: بدون لاگرانژين

L0 = T − V =
1

2
m

(
ṙ2 + r2θ̇2 + r2 sin2 θ ϕ̇2

)
−mgr cos θ.

مي كنيم: اضافه λ(t) ضريب با را قيد

L = L0 + λ(t)f(r) =
1

2
m

(
ṙ2 + r2θ̇2 + r2 sin2 θ ϕ̇2

)
−mgr cos θ + λ(r −R).

دارد. نيرو يكاي λ(t) اينجا در
مي دهيم. ادامه لاگرانژ - اويلر معادله از استفاده با مشابه، طور به اكنون

:ϕ و θ ،r به نسبت مستقل وردش با
:r مختصه براي

∂L

∂ṙ
= mṙ,

d

dt

(
∂L

∂ṙ

)
= mr̈.

∂L

∂r
= mrθ̇2 +mr sin2 θ ϕ̇2 −mg cos θ + λ.

لاگرانژ: - اويلر معادله

mr̈ −
(
mrθ̇2 +mr sin2 θ ϕ̇2 −mg cos θ + λ

)
= 0.

mr̈ = mrθ̇2 +mr sin2 θ ϕ̇2 −mg cos θ + λ. (۱)
:θ مختصه براي

∂L

∂θ̇
= mr2θ̇,

d

dt

(
∂L

∂θ̇

)
= m

d

dt
(r2θ̇) = m(2rṙθ̇ + r2θ̈).

∂L

∂θ
= mr2 sin θ cos θ ϕ̇2 +mgr sin θ.
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لاگرانژ: - اويلر معادله
m(2rṙθ̇ + r2θ̈)−

(
mr2 sin θ cos θ ϕ̇2 +mgr sin θ

)
= 0.

mr2θ̈ + 2mrṙθ̇ −mr2 sin θ cos θ ϕ̇2 −mgr sin θ = 0. (۲)
:ϕ مختصه براي

∂L

∂ϕ̇
= mr2 sin2 θ ϕ̇,

d

dt

(
∂L

∂ϕ̇

)
= m

d

dt
(r2 sin2 θ ϕ̇).

∂L

∂ϕ
= 0.

لاگرانژ: - اويلر معادله
d

dt

(
mr2 sin2 θ ϕ̇

)
= 0. (۳)

است: قائم محور حول زاويه اي تكانه پايستگي بيانگر اين
mr2 sin2 θ ϕ̇ = .ثابت

قيد: معادله
r = R. (۴)

.λ(t) ،ϕ(t) ،θ(t) ،r(t) مجهول: چهار براي (۴) ،(۳) ،(۲) ،(۱) داريم: معادله چهار حالا
داريم: r = R :(۴) از

ṙ = 0, r̈ = 0.

باشد ϕ̇ = 0 ابتدا در اگر مي كند. شروع (θ = 0) كره بالاي در سكون از ذره كه كرد خواهيم مشاهده تقارن از
مي ماند. باقي قائم صفحه يك در حركت باشد، نداشته وجود ϕ جهت در نيرويي هيچ و

بنابراين: كنيم. انتخاب ϕ = 0 را صفحه اين كليت، دادن دست از بدون مي توانيم

ϕ̇ = 0, ϕ̈ = 0 زمان همه براي
مي كنيم. جايگذاري (۳) ،(۲) ،(۱) معادلات در را ϕ̇ = 0 ،r̈ = 0 ،ṙ = 0 ،r = R مقادير

:(۱) معادله
0 = mRθ̇2 + 0−mg cos θ + λ.

λ = mg cos θ −mRθ̇2. (1′)
:(۲) معادله

mR2θ̈ + 0− 0−mgR sin θ = 0.

۲۰



Rθ̈ − g sin θ = 0.

θ̈ =
g

R
sin θ. (2′)

:(۳) معادله
d

dt
(mR2 sin2 θ ϕ̇) = 0 با ϕ̇ = 0

هستيم. θ از تابعي عنوان به θ̇2 براي حل دنبال به حال
داريم: (2′) از

θ̈ =
g

R
sin θ.

.θ̈ = dθ̇
dt =

dθ̇
dθ

dθ
dt = θ̇dθ̇dθ اما

پس:
θ̇
dθ̇

dθ
=

g

R
sin θ.

مي گيريم: انتگرال و كرده جدا را ∫متغيرها θ̇

θ̇=0
θ̇′ dθ̇′ =

g

R

∫ θ

θ=0
sin θ′ dθ′.

1

2
θ̇2 =

g

R

[
− cos θ′

]θ
0
=

g

R
(− cos θ + cos 0) =

g

R
(1− cos θ).

θ̇2 =
2g

R
(1− cos θ).

۲۱


