
تهران) (پلي تكنيك اميركبير صنعتي دانشگاه
انرژي مهندسي و فيزيك دانشكده

۱ تحليلي مكانيك تدريس ياري
رستمي اباصلت دكتر استاد:
عابديني اميرعلي تدريس يار:

چرخان دستگاه هاي نهم: جلسه
۱۴۰۴ - ۱۴۰۵ اول نيم سال

فوكو آونگ حركت معادلات ۱
آمد: بدست زير صورت به فوكو آونگ لاگرانژين كه ديديم

L =
1

2
m(ẋ2 + ẏ2) +mω sinλ(xẏ − yẋ)− 1

2
m
g

l
(x2 + y2) (۱)

از كه همانطور فقط اما است، آونگ گلوله معمولي و آشنا جنبشي انرژي 1
2m(ẋ2 + ẏ2) جمله لاگرانژين، در

(y) شمال و (x) شرق جهت در گلوله سرعت مولفه هاي ترتيب به ẏ و ẋ مي شود. ديده زمين چرخان چارچوب
همان اين است. زمين سطح به نسبت گلوله حركت از ناشي انرژي نشان دهنده عبارت اين فيزيك معناي هستند.
كل اين نمي چرخيد، زمين اگر مي گيريد. اندازه و مي بينيد بايستيد، آونگ كنار در اگر كه است نوساني اي حركت

بود. جنبشي انرژي
جفت شدگي عبارت يك بلكه نيست، خالص انرژي يك اين است. بخش مهم ترين ،mω sinλ(xẏ−yẋ) جمله
بخش از عبارت اين مي شود. ظاهر چرخان مرجع چارچوب يك در لاگرانژين استخراج هنگام كه است كوريوليس
است. مربوط افقي صفحه در گلوله حركت زاويه اي تكانه به تركيب اين مي شود. ناشي سرعت كامل بيان در ω× r

عبارت همين اين دارد. بستگي نيز آن موقعيت به بلكه گلوله، سرعت به تنها نه كوريوليس اثر كه مي گويد ما به اين
مسير بر عمود جهت در گلوله به جانبي فشار يك همواره و مي شود آونگ نوسان صفحه پيش آمد باعث كه است

مي كند. وارد حركتش لحظه اي
ساده سازي كوچك زاويه تقريب از استفاده با كه است آونگ پتانسيل انرژي نيز −1

2m(g/l)(x2+ y2) جمله
است. شده

را آن الگوي و آورده بدست را آونگ حركت معادلات لاگرانژ، - اويلر معادله از استفاده با مي توانيم اكنون

۱



كنيم. توصيف
d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
− ∂L

∂qi
= 0, qi = x, y (۲)

داريم: x مئلفه براي حركت معادله آوردن بدست براي هستند. y و x تعميم يافته، مختصات كه شود توجه
∂L

∂ẋ
= mẋ−mω sinλ y (۳)

d

dt

(
∂L

∂ẋ

)
= mẍ−mω sinλ ẏ (۴)

∂L

∂x
= mω sinλ ẏ −m

g

l
x (۵)

داريم: لاگرانژ، - اويلر معادله در جايگذاري با نهايت در كه

mẍ−mω sinλ ẏ −
(
mω sinλ ẏ −m

g

l
x
)
= 0 (۶)

=⇒ ẍ− 2ω sinλ ẏ +
g

l
x = 0 (۷)

داريم: y مولفه براي نيز مشابه كاملا طور به
∂L

∂ẏ
= mẏ +mω sinλx (۸)

d

dt

(
∂L

∂ẏ

)
= mÿ +mω sinλ ẋ (۹)

∂L

∂y
= −mω sinλ ẋ−m

g

l
y (۱۰)

d

dt

(
∂L

∂ẏ

)
− ∂L

∂y
= 0 (۱۱)

(mÿ +mω sinλ ẋ)− (−mω sinλ ẋ−m
g

l
y) = 0 (۱۲)

داشت: خواهيم بنابراين
=⇒ ÿ + 2ω sinλ ẋ+

g

l
y = 0 (۱۳)

كرديم: استخراج را زير حركت معادلات ما حال،
ẍ− 2Ωẏ + ω2

0x = 0 (۱۴)
ÿ + 2Ωẋ+ ω2

0y = 0 (۱۵)
Ω = ω sinλ و است زمين) چرخش گرفتن نظر در (بدون آونگ طبيعي فركانس ω0 =

√
g
l آن در كه

نيروي مؤلفه هاي ترتيب به 2Ωẋ و 2Ωẏ عبارات است. λجغرافيايي عرض در زمين چرخش نرخ عمودي مؤثر مؤلفه
هستند. كوريوليس

۲



در آن ها تركيب هوشمندانه، راه حل يك مي سازد. دشوار را معادلات اين مستقيم حل ،y و x معادلات بين اتصال
مي كنيم. تعريف مختلط متغير يك اكنون است. مختلط صفحه در واحد معادله يك

η(t) = x(t) + iy(t) (۱۶)
مي دهيم: تشكيل را η̈ + ω2

0η صورت به معادله حال،

η̇ = ẋ+ iẏ (۱۷)
η̈ = ẍ+ iÿ (۱۸)

داريم: ÿ = −2Ωẋ− ω2
0y و ẍ = 2Ωẏ − ω2

0x به توجه با اكنون

(ẍ) + i(ÿ) = (2Ωẏ − ω2
0x) + i(−2Ωẋ− ω2

0y) (۱۹)
آورد: خواهيم بدست فنر، و كوريوليس عبارت هاي دسته بندي با

η̈ = 2Ω(ẏ − iẋ)− ω2
0(x+ iy) (۲۰)

η̈ = −2Ωi(ẋ+ iẏ)− ω2
0η ẏ − iẋ = −i(ẋ+ iẏ)( (۲۱)

η̈ = −2iΩη̇ − ω2
0η (۲۲)

نتيجه: در
η̈ + 2iΩη̇ + ω2

0η = 0 (۲۳)
مختلط. هرچند است، ثابت ضرايب با ساده تر بسيار دوم مرتبه همگن خطي ديفرانسيل معادله يك اين

مي توان تقريب، تعدادي اعمال همچنين و نمايي فرم به پاسخ گرفتن نظر در و مختلط صفحه در معادله اين حل با
داد: نشان

x(t) = a cos(ω0t) cos(Ωt) (۲۴)
y(t) = −a cos(ω0t) sin(Ωt) (۲۵)

آمد. خواهد بدست مرزي شرط از استفاده با نيز a ضريب همچنين
چرخان دستگاه در پرتابه حركت ۲

قوس يك آن مسير مي رسد نظر به كه حالي در مي كنيد. پرتاب هوا به را توپي آرام، روز يك در كه كنيد تصور
ما ديدگاه از است. كوريوليس اثر اين، مي دهد. تغيير را مسيرش نامحسوس طور به نامرئي نيرويي است، ساده سهمي
ظاهري نيروي يك چرخش، اين است. چرخش حال در واقعيت در اما مي رسد، نظر به بي حركت سياره زمين، روي
سمت به جنوبي نيمكره در و راست سمت به شمالي نيمكره در را پرتابه، يك مانند متحرك، اجسام كه مي كند ايجاد
طولاني محدود مسيرهاي براي اما است، ناچيز روزمره پرتاب هاي براي انحراف اين اگرچه مي كند. منحرف چپ
مشابه كاملا مختصات، دستگاه  گرفتن درنظر لحاظ از مسئله مي شود. حياتي توپ گلوله هاي يا موشك ها مسير مانند
است. ثابت زمين سطح به نسبت كه مي گيريم نظر در را دوار) (چارچوب مختصات دستگاه يك ما است. فوكو آونگ

۳



پرتابه حركت براي چرخان مختصات دستگاه :۱ شكل

(x, y, z) چرخان چارچوب مي گيريم. نظر در زمين مركز در مبدا با فضا به نسبت را (X,Y, Z) لخت چارچوب
برد. خواهيم پيش آن از استفاده با را محاسبات مان كه مي گيريم نظر در نيز را

دارد، اشاره شرق سمت به و جغرافيايي طول جهت در x محور است، ثابت زمين به نسبت كه چرخان چارچوب در
صورت به زمين مركز از شعاعي جهت در نيز z محور و دارد اشاره شمال سمت به جغرافيايي عرض جهت در y محور

دارد. اشاره بالا به عمودي
داشت: خواهيم زاويه اي سرعت بردار براي ترتيب اين به

ω⃗ = (0, ω cos θ, ω sin θ) (۱)
،θ = 0◦ استوا، در ω؛ = (0, 0, ω) ،θ = 90◦ شمال، قطب (در است. O مبدأ جغرافيايي عرض θ آن در كه
گرانش نيروي يك است. r⃗ = (x, y, z) صورت به دوار چارچوب در پرتابه موقعيت بردار .(ω = (0, ω, 0)

است. z محور راستاي در واحد بردار k̂ آن در كه ،F⃗grav = −mgk̂ مي كند: عمل پايين سمت به يكنواخت
با است. پتانسيل انرژي V و جنبشي انرژي T آن در كه مي شود تعريف L = T − V صورت به L لاگرانژين
چارچوب يك در لاگرانژي مكانيك از استفاده براي است. معتبر لخت چارچوب يك در تنها فرمول اين حال، اين
مختصات از استفاده با را آن اما كنيم، بيان لخت چارچوب از مشاهده شده سرعت حسب بر را جنبشي انرژي بايد دوار،

بنويسيم. دوار چارچوب
r⃗ كنيد فرض همچنين باشد. لخت چارچوب در دوار چارچوب از O مبدأ موقعيت بردار R⃗ كنيد فرض اكنون،
است برابر موقعيت بردار ترتيب، اين به ما). دوار چارچوب در مختصات (يعني باشد O به نسبت پرتابه موقعيت بردار

با:
R⃗inertial = R⃗ + r⃗ (۲)

۴



يك براي لخت چارچوب در زماني مشتق براي كلي فرمول است. متفاوت چارچوب دو در بردار اين زماني مشتق
است: زير صورت به است، شده تعريف چرخش حال در ω⃗ زاويه اي سرعت با چارچوبي در كه r⃗ )بردار

dr⃗

dt

)
inertial

=

(
dr⃗

dt

)
rotating

+ ω⃗ × r⃗ (۳)

v⃗inertial =

(
d

dt
(R⃗ + r⃗)

)
inertial

=

(
dR⃗

dt

)
inertial

+

(
dr⃗

dt

)
inertial

(۴)

حال در زمين به نسبت O كه آنجا از است. زمين چرخش از ناشي O مبدأ سرعت ،
(
dR⃗
dt

)
inertial

اول، جمله
.
(
dR⃗
dt

)
inertial

= ω⃗ × R⃗ است، ثابت چرخش
كلي، فرمول از استفاده با مي شود. ديده لخت چارچوب از كه همانطور Oاست، به نسبت پرتابه سرعت دوم، جمله
همان اين دهيم. نشان v⃗r صورت به را

(
dr⃗
dt

)
rotating

مي توانيم .
(
dr⃗
dt

)
rotating

+ ω⃗× r⃗ با است برابر مقدار اين
است. v⃗r = (ẋ, ẏ, ż) يا ما دوار چارچوب در سرعت

v⃗inertial = ω⃗ × R⃗ + v⃗r + ω⃗ × r⃗ (۵)
با: است برابر جنبشي انرژي ترتيب، اين به

T =
1

2
m v⃗inertial · v⃗inertial =

1

2
m
∥∥∥ω⃗ × R⃗ + v⃗r + ω⃗ × r⃗

∥∥∥2 (۶)

T =
1

2
m

[
v⃗r · v⃗r + 2v⃗r · (ω⃗ × r⃗) + 2v⃗r · (ω⃗ × R⃗) +

∥∥∥ω⃗ × R⃗ + ω⃗ × r⃗
∥∥∥2] (۷)

يك با لاگرانژين كه آنجا از زمين). روي ثابت نقطه يك دوراني جنبشي (انرژي است ثابت
∥∥∥ω⃗ × R⃗

∥∥∥2 عبارت
تأثير حركت معادلات بر زيرا گرفت ناديده مي توان را ثابت عبارت هاي مي شود، تعريف تابع يك از كل زماني مشتق

نمي گذارند.
پرتابه حركت براي مي شوند. مربوط مركز از گريز نيروي به 2(ω⃗× R⃗) · (ω⃗× r⃗) و ∥ω⃗ × r⃗∥2 عبارت هاي
مانند ديگر عبارت هاي با مقايسه در و است ω2 مرتبه از ∥ω⃗ × r⃗∥2 عبارت ،(∥r⃗∥ ≪

∥∥∥R⃗∥∥∥) كوچك مقياس در
تعديل را گرانش عبارت اين زيرا مي كنيم، حفظ را R⃗ با مرتبط مركز از گريز عبارت ما است. اغماض قابل گرانش
در ما مي شود. جذب مؤثر گرانشي پتانسيل تعريف در اغلب 2(ω⃗ × R⃗) · (ω⃗ × r⃗) عبارت حال، اين با مي كند.

كرد. خواهيم مشاهده نهايي معادله در را آن ها اثر اما مي كنيم، حفظ را عبارت ها تمام سيستماتيك روش به اينجا
يك و Vgrav = mgz صورت به گرانشي نيروي از ناشي پتانسيل يك است؛ مؤلفه دو شامل پتانسيل انرژي
مي شود مركز از گريز نيروي يك ايجاد به منجر چرخان، مرجع چارچوب يك مركز. از گريز نيروي از ناشي پتانسيل

است: صورت اين به مركز از گريز پتانسيل كرد. خواهد پتانسيل يك ايجاد كه

Vcent = −m

2

[
(ω⃗ × r⃗) · (ω⃗ × r⃗) + 2(ω⃗ × R⃗) · (ω⃗ × r⃗)

]
(۸)
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مي كنيم: تعريف موثر پتانسيل يك ترتيب، اين به

Veff = mgz − m

2

∥∥∥ω⃗ × R⃗ + ω⃗ × r⃗
∥∥∥2 (۹)

داشت: خواهيم سازي ساده با لاگرانژين براي نتيجه در
L = T − Veff (۱۰)

=
1

2
m(ẋ2 + ẏ2 + ż2) +mv⃗r · (ω⃗ × r⃗)−mgz +m(ω⃗ × R⃗) · (ω⃗ × r⃗) (۱۱)

مي كنيم. استفاده حركت معادلات يافتن براي لاگرانژ - اويلر معادله از اكنون
d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
=

∂L

∂qi
, qi = x, y, z. (۱۲)

داريم: محاسبات انجام با

ω⃗ × r⃗ =

∣∣∣∣∣∣∣
î ĵ k̂

0 ω cos θ ω sin θ

x y z

∣∣∣∣∣∣∣ (۱۳)

= î(ωy sin θ − ωz cos θ)− ĵ(−ωz · 0 + ωx sin θ) + k̂(−ωx cos θ + ωy · 0) (۱۴)
داشت: خواهيم نتيجه در

ω⃗ × r⃗ = (ω(y sin θ − z cos θ),−ωx sin θ, ωx cos θ) (۱۵)
است: زير صورت به لاگرانژين در كوريوليس عبارت حال،

mv⃗r · (ω⃗ × r⃗) = m

ẋ

ẏ

ż

 ·

ω(y sin θ − z cos θ)

−ωx sin θ

ωx cos θ

 (۱۶)

= mω[ẋ(y sin θ − z cos θ)− ẏx sin θ + żx cos θ] (۱۷)
مي كنيم. محاسبه را (ω⃗ × R⃗) · (ω⃗ × r⃗) يا مركز از گريز عبارت اكنون

ω⃗ × R⃗ =

∣∣∣∣∣∣∣
î ĵ k̂

0 ω cos θ ω sin θ

0 0 R

∣∣∣∣∣∣∣ (۱۸)

= î(ωR cos θ − 0)− ĵ(0− 0) + k̂(0− 0) = (ωR cos θ, 0, 0) (۱۹)
با: است برابر داخلي ضرب حاصل بنابراين،

(ω⃗ × R⃗) · (ω⃗ × r⃗) = (ωR cos θ, 0, 0) · (ω(y sin θ − z cos θ),−ωx sin θ, ωx cos θ) (۲۰)
= ω2R cos θ(y sin θ − z cos θ) (۲۱)

۶



با: است برابر شده ساده لاگرانژين
L =

1

2
m(ẋ2 + ẏ2 + ż2) +mv⃗r · (ω⃗ × r⃗)−mg0z +

m

2
[ω⃗ × (R⃗ + r⃗)]2 (۲۲)

x مولقه براي محاسبات داد. خواهيم ادامه لاگرانژ - اويلر معادله در جايگذاري و جزئي مشتقات محاسبه با اكنون
با: است برابر

∂L

∂ẋ
= mẋ+mω(y sin θ − z cos θ) (۲۳)

d

dt

(
∂L

∂ẋ

)
= mẍ+mω(ẏ sin θ − ż cos θ) (۲۴)

∂L

∂x
= −mωẏ sin θ +mωż cos θ +

∂

∂x

(m
2
[ω⃗ × (R⃗ + r⃗)]2

)
(۲۵)

داريم: y مولفه براي
∂L

∂ẏ
= mẏ −mωx sin θ (۲۶)

d

dt

(
∂L

∂ẏ

)
= mÿ −mωẋ sin θ (۲۷)

∂L

∂y
= mωẋ sin θ +

∂

∂y

(m
2
[ω⃗ × (R⃗ + r⃗)]2

)
(۲۸)

داشت: خواهيم نيز z مولفه براي
∂L

∂ż
= mż +mωx cos θ (۲۹)

d

dt

(
∂L

∂ż

)
= mz̈ +mωẋ cos θ (۳۰)

∂L

∂z
= −mωẋ cos θ −mg +

∂

∂z

(m
2
[ω⃗ × (R⃗ + r⃗)]2

)
(۳۱)

داريم: x مولفه براي آورد؛ خواهيم بدست را حركت معادله مولفه، هر براي اكنون
mẍ+mω(ẏ sin θ − ż cos θ) = −mωẏ sin θ +mωż cos θ −mω2x (۳۲)

⇒ ẍ = 2ω(sin θ ẏ − cos θ ż)− ω2x (۳۳)
با: است برابر y مولفه

mÿ −mωẋ sin θ = mωẋ sin θ −mω2(R cos θ + y sin θ − z cos θ) sin θ (۳۴)
⇒ ÿ = −2ω sin θ ẋ− ω2 sin θ(R cos θ + y sin θ − z cos θ) (۳۵)

با: است برابر z مولفه
mz̈ +mωẋ cos θ = −mωẋ cos θ −mg +mω2(R cos θ + y sin θ − z cos θ) cos θ (۳۶)

⇒ z̈ = −2ω cos θ ẋ− g + ω2 cos θ(R cos θ + y sin θ − z cos θ) (۳۷)

۷



مي كنند: ساده زير صورت به را معادلات گاهي كه است معمول تقريب هايي، با اگرچه
ẍ = 2ω(sin θ ẏ − cos θ ż)

ÿ = −2ω sin θ ẋ

z̈ = g − 2ω cos θ ẋ

(۳۸)

۸


