
تهران) (پلي تكنيك اميركبير صنعتي دانشگاه
انرژي مهندسي و فيزيك دانشكده

۱ تحليلي مكانيك تدريس ياري
رستمي اباصلت دكتر استاد:
عابديني اميرعلي تدريس يار:

سيستم پايسته كميت هفتم: جلسه
۱۴۰۴ - ۱۴۰۵ اول نيم سال

هماهنگ نوسانگر ۱
خلاصه را سيستم يك ديناميك و است كلاسيك مكانيك در بنيادي كميتي كه مي كنيم شروع لاگرانژي با ما

مي كند.
جمع يك انجام با كميت اين مي شود. داده نمايش ϵ با اينجا در كه مي شود تعريف جديدي كميت بعد، مرحله در
سرعت يك به نسبت لاگرانژي جزئي مشتق مؤلفه، هر براي مي شود. ساخته سيستم آزادي درجات تمام روي بر خاص
حاصل ضرب هاي اين همه كردن جمع از پس مي كنيم. ضرب سرعت خود در را مشتق اين سپس و گرفته را تعميم يافته
مقدار با را سيستم حركت به مربوط اطلاعات عمل، اين مي كنيم. كم كلي جمع حاصل از را اصلي لاگرانژي فردي،

مي كند. تركيب لاگرانژي خود
اتفاق به قريب اكثر در است. عميقي فيزيكي معناي داراي بلكه نيست؛ رياضي انتزاع يك فقط كميت اين
و جنبشي انرژي بين اختلاف لاگرانژي كه مي شويم، مواجه آن ها با كلاسيك مكانيك در كه فيزيكي سيستم هاي
تحت و كلي تر، طور به كرد. شناسايي سيستم كل انرژي عنوان به مي توان را اپسيلون كميت اين است، پتانسيل انرژي
كل انرژي نشان دهنده هميشه، نه هرچند اغلب، كه است سيستم هاميلتوني همان واقع در عبارت اين عمومي، شرايط

نباشد. وابسته زمان به صريح طور به سيستم كه است زماني پايستار
داريم: تعريف طبق

ε =
∑
i

(
∂L

∂q̇i
q̇i

)
− L (۱)

دست به عبارت، كل روي بر مشتق اعمال با مي كنيم. محاسبه را آن زماني كل مشتق آن، ويژگي هاي درك براي

۱



مي آوريم:
dε

dt
=

∑
i

d

dt

(
∂L

∂q̇i
q̇i

)
− dL

dt
(۲)

استفاده با را لاگرانژي زماني كل مشتق مي توانيم همزمان، دهيم. بسط ضرب قاعده از استفاده با را اول جمله مي توانيم
كنيم: بيان زمان و سرعت ها مختصات، به آن وابستگي گرفتن نظر در با و زنجيره اي قاعده از

dε

dt
=

∑
i

[
d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
q̇i +

∂L

∂q̇i

dq̇i
dt

]
−

[∑
i

(
∂L

∂qi
q̇i +

∂L

∂q̇i
q̈i

)
+

∂L

∂t

]
(۳)

مي گيريم: نظر در را اويلر-لاگرانژ معادلات حال،
dε

dt
=

∑
i

[
∂L

∂qi
q̇i +

∂L

∂q̇i
q̈i

]
−

∑
i

[
∂L

∂qi
q̇i +

∂L

∂q̇i
q̈i

]
− ∂L

∂t
(۴)

ما ساده سازي اين مي كنند. حذف كامل طور به را يكديگر بنابراين و هستند يكسان مجموع دو كه مي كنيم مشاهده
مي رساند: نهايي نتيجه به را

dε

dt
= −∂L

∂t
(۵)

نتيجه، در است. زمان به نسبت لاگرانژي جزئي مشتق منفي با برابر اپسيلون زماني مشتق كه مي دهد نشان استخراج اين
است، پايستار كميت يك اپسيلون بنابراين و است صفر جزئي مشتق نباشد، وابسته زمان به صريح طور به لاگرانژي اگر

مي ماند. ثابت زمان طول در كه معني اين به
هماهنگساده نوسانگر ۲

داريم: انرژي، اتلاف گرفتن نظر در بدون بعدي يك ساده هماهنگ نوسانگر لاگرانژي براي

L =
1

2
mẋ2 − 1

2
kx2 (۱)

داشت: خواهيم لاگرانژ - اويلر معادله گرفتن نظر در با
d

dt

(
∂L

∂ẋ

)
=

∂L

∂x
(۲)

d

dt
(mẋ) = −kx (۳)

mẍ+ kx = 0 (۴)

۲



نوشت: مي توان سيستم اين پايسته كميت آوردن بدست براي اكنون بوديم. داده انجام گذشته در را محاسبات اين كه
∂L

∂ẋ
= mẋ (۵)

ε = (mẋ)ẋ− L = mẋ2 −
(
1

2
mẋ2 − 1

2
kx2

)
(۶)

ε =
1

2
mẋ2 +

1

2
kx2 (۷)

است: ثابت سيستم كل انرژي كه مي شود مشاهده كه
∂L

∂t
= 0 (۸)

ميرايي اثر با ساده هماهنگ نوسانگر ۳
مي شود: لحاظ چگونه ميرايي اثر كه ديديم گذشته در ساده، هماهنگ نوسانگر براي لاگرانژ - اويلر معادله در

F =
1

2
cẋ2 (۱)

داريم: معادله در جايگذاري با
d

dt

(
∂L

∂ẋ

)
− ∂L

∂x
= −∂F

∂ẋ
(۲)

نوشت: مي توان جزئي مشتقات براي ترتيب اين به
∂L

∂ẋ
= mẋ (۳)

d

dt

(
∂L

∂ẋ

)
= mẍ (۴)

∂L

∂x
= −kx (۵)

∂F

∂ẋ
= cẋ (۶)

است: زير صورت به سيستم بر حاكم ديفرانسيل معادله نتيجه، در

mẍ+ kx = −cẋ (۷)
mẍ+ cẋ+ kx = 0 (۸)

۳



مي دهيم. تشكيل را نظر مد كميت اكنون

ε =
∂L

∂ẋ
ẋ− L (۹)

ε = (mẋ)ẋ−
[
1

2
mẋ2 − 1

2
kx2

]
(۱۰)

ε =
1

2
mẋ2 +

1

2
kx2 (۱۱)

كنيم. بررسي زمان به نسبت را آن تغييرات است كافي آن، بودن پايسته بررسي براي ادامه در
dε

dt
=

d

dt

(
1

2
mẋ2 +

1

2
kx2

)
(۱۲)

= mẋẍ+ kxẋ (۱۳)
= ẋ(mẍ+ kx) (۱۴)

مي شود: زير وضعيت به منجر محاسبات اين
dε

dt
= ẋ(−cẋ) = −cẋ2 (۱۵)

داشت: خواهيم
dE

dt
= −cẋ2 ≤ 0 (۱۶)

نرخ دارد. وجود سيستم در ميرايي اثرات زيرا است، كاهش درحال صورت اين به سيستم انرژي مي شود مشاهده كه
ديگر، بيان به ندارد. وجود فرم اين به سيستم اين براي پايسته كميت و است متناسب سرعت مجذور با انرژي كاهش

مي شود. تبديل گرما جمله من مواردي به مكانيكي انرژي و است اتلافي سيستم اين
مركزي پتانسيل در ذره ۴

داريم: كنيم، توصيف قطبي مختصات دستگاه در را آن اگر كه ديديم مركزي، پتانسيل در ذره يك لاگرانژي براي

L =
1

2
m(ṙ2 + r2θ̇2)− V (r) (۱)

نوشت: مي توان r تعميم يافته مختصه براي
d

dt

(
∂L

∂ṙ

)
=

∂L

∂r
(۲)

d

dt
(mṙ) = mrθ̇2 − V ′(r) (۳)

mr̈ −mrθ̇2 + V ′(r) = 0 (۴)

۴



داريم: θ همان يا ديگر تعميم يافته مختصه براي مشابه، طور به
d

dt

(
∂L

∂θ̇

)
=

∂L

∂θ
= 0 (۵)

d

dt
(mr2θ̇) = 0 ⇒ mr2θ̇ = ℓ (۶)

داريم: پايسته، كميت براي ترتيب اين به

ε =
∂L

∂ṙ
ṙ +

∂L

∂θ̇
θ̇ − L (۷)

= (mṙ)ṙ + (mr2θ̇)θ̇ −
[
1

2
m(ṙ2 + r2θ̇2)− V (r)

]
(۸)

= mṙ2 +mr2θ̇2 − 1

2
mṙ2 − 1

2
mr2θ̇2 + V (r) (۹)

ε =
1

2
mṙ2 +

1

2
mr2θ̇2 + V (r) (۱۰)

انرژي مجموع عنوان به اكنون اپسيلون كميت است. فيزيكي اهميت با و واضح عبارتي ساده سازي، اين نهايي نتيجه
مكانيكي انرژي كل با برابر دقيقاً عبارت اين مي شود. آشكار پتانسيل انرژي و دوراني جنبشي انرژي شعاعي، جنبشي
زماني كل مشتق مي داد نشان كه كرد درك پيشين كلي استخراج يك از مي توان را كميت اين پايستگي است. سيستم
مختصات به فقط پتانسيل انرژي سيستم، اين در است. زمان به نسبت لاگرانژي جزئي مشتق منفي با برابر اپسيلون
صريح طور به لاگرانژي نتيجه، در ندارند؛ زمان به صريحي وابستگي جنبشي انرژي جمله هاي و است وابسته شعاعي
در يعني مي ماند، پايستار اپسيلون كل انرژي و است صفر زمان به نسبت جزئي مشتق بنابراين، نيست. وابسته زمان به

مي ماند. باقي ثابت سيستم حركت طول
الكترومغناطيسي ميدان در باردار ذره ۵

مي كند. توصيف را الكترومغناطيس ميدان يك با تعامل در الكترون يك مانند باردارى ذره ي فيزيك لاگرانژي، اين

است. محض لختي دليل به آن حركت از ناشي انرژي نشان دهنده كه است ذره جنبشي انرژي به مربوط اول بخش
مي شود؛ ناشي الكتريكي ميدان يك در آن موقعيت از كه مي دهد نشان را ذره الكتريكي پتانسيل انرژي دوم، بخش
در و آخر بخش درمي آيد. حركت به الكتريكي ميدان خطوط امتداد در چگونه ذره كه مي كند تعيين مولفه اين
به هم مغناطيسي تعامل اين ساده، نيروي يك برخلاف مي كند. توصيف را مغناطيسي ميدان اثر پيچيده تر، حال عين
يك در حركت حين در باردار ذره يك مشخص خميده مسير ايجاد باعث و است وابسته ذره سرعت به هم و موقعيت
نيروي لختي، متمايز فيزيكي اثر سه اين واحد، لاگرانژي عبارت اين شگفت انگيزي، طور به مي شود. مغناطيسي ميدان
ذره رفتار كامل طور به كه مي كند تركيب چارچوب يك قالب در يكپارچه شكلي به را مغناطيسي نيروي و الكتريكي

مي كند. پيش بيني الكترومغناطيس قوانين با مطابق را

L =
1

2
mṙ2 − qϕ(r) + qṙ ·A(r) (۱)

۵



داريم: x جهت در ذره حركت گرفتن نظر در با
d

dt

(
∂L

∂ẋ

)
=

∂L

∂x
(۲)

d

dt
(mẋ+ qAx) = −q

∂ϕ

∂x
+ q

∑
j

ẋj
∂Aj

∂x
(۳)

داشت: خواهيم پايسته كميت براي نتيجه در

ε =
∑
i

∂L

∂ẋi
ẋi − L (۴)

=
∑
i

(mẋi + qAi)ẋi −
[
1

2
mṙ2 − qϕ+ qṙ ·A

]
(۵)

= mṙ2 + qṙ ·A− 1

2
mṙ2 + qϕ− qṙ ·A (۶)

ε =
1

2
mṙ2 + qϕ(r) (۷)

خواهد پايسته كميت و است وابسته مكان به تنها آن پتانسيل باشد، زماني مستقل الكتريكي ميدان اگر ترتيب اين به
بود.

∂L

∂t
= 0 (۸)

زماني متغير الكتريكي ميدان در باردار ذره ۶

بگيريد: نظر در بعد يك در زير صورت به زماني متغير الكتريكي ميدان يك در را q باردار ذره يك
E(t) = E0 cos(ωt) (۱)

بود: خواهد زير صورت به اسكالر پتانسيل
ϕ(x, t) = −E0x cos(ωt) (۲)

داشت: خواهيم آن لاگرانژي براي ترتيب اين به

L =
1

2
mẋ2 − qϕ(x, t) (۳)

L =
1

2
mẋ2 + qE0x cos(ωt) (۴)

۶



داريم: لاگرانژ، - اويلر معادله از
∂L

∂ẋ
= mẋ (۵)

d

dt

(
∂L

∂ẋ

)
= mẍ (۶)

∂L

∂x
= qE0 cos(ωt) (۷)

بود: خواهد زير صورت به آن نهايي نتيجه كه
mẍ = qE0 cos(ωt) (۸)

مي دهيم: انجام را محاسبات پايسته كميت برا حال،

ε =
∂L

∂ẋ
ẋ− L (۹)

ε = (mẋ)ẋ−
[
1

2
mẋ2 + qE0x cos(ωt)

]
(۱۰)

ε =
1

2
mẋ2 − qE0x cos(ωt) (۱۱)

مي آيد: بدست زماني، مشتق بررسي با
dε

dt
= −∂L

∂t
(۱۲)

∂L

∂t
= −qE0xω sin(ωt) (۱۳)

dε

dt
= qE0xω sin(ωt) (۱۴)

حال، اين با مي رسد. نظر به پتانسيل انرژي منهاي جنبشي انرژي براي ساده اي عبارت به شبيه ظاهراً اپسيلون كميت اين
يك كل انرژي فرماليسم، اين در نيست. سيستم واقعي كل انرژي بيانگر مقدار، اين كه است حياتي نكته اين درك
ذره بر مداوم طور به خارجي نوساني ميدان كه است آن امر اين دليل مي كند. تغيير زمان طول در و نيست ثابت مقدار
مي سازد. خارج را آن دوباره سپس و كرده تزريق سيستم درون به را انرژي فعال طور به و مي دهد انجام كار باردار
دام به سريع و متناوب ولتاژ با خازن يك صفحات بين كه است الكتروني پديده، اين براي متداول فيزيكي مثال يك

درمي آيد. حركت به راديويي فركانس با الكتريكي ميدان يك توسط كه ديگري باردار ذره هر يا افتاده،

زمان به وابسته لاگرانژي ۷

است: شده داده زير صورت به سيستم يك لاگرانژي

L =
1

2
meαtẋ2 − 1

2
ke−αtx2 (۱)

۷



داريم: لاگرانژ، - اويلر معادله از استفاده با اكنون
d

dt

(
∂L

∂ẋ

)
=

∂L

∂x
(۲)

d

dt
(meαtẋ) = −ke−αtx (۳)

mαeαtẋ+meαtẍ+ ke−αtx = 0 (۴)
نوشت: مي توان پايسته كميت براي ترتيب، اين به

ε =
∂L

∂ẋ
ẋ− L = (meαtẋ)ẋ−

[
1

2
meαtẋ2 − 1

2
ke−αtx2

]
(۵)

ε =
1

2
meαtẋ2 +

1

2
ke−αtx2 (۶)

ندارد. وجود پايستگي پس نيست، صفر با برابر كميت زماني تغييرات سيستم، اين در كه
dε

dt
= −∂L

∂t
̸= 0 (۷)

چرخان حلقه روي مهره ۸

داريم: آن لاگرانژي براي چرخان، حلقه روي مهره يك گرفتن نظر در با

L =
1

2
mR2(θ̇2 + ω2 sin2 θ) +mgR cos θ (۱)

نوشت: مي توان لاگرانژ - اويلر معادله از
d

dt

(
∂L

∂θ̇

)
=

∂L

∂θ
(۲)

d

dt
(mR2θ̇) = mR2ω2 sin θ cos θ −mgR sin θ (۳)

θ̈ = sin θ
(
ω2 cos θ − g

R

)
(۴)

مي پردازيم: نظر مد كميت بررسي به اكنون
∂L

∂θ̇
= mR2θ̇ (۵)

ε = (mR2θ̇)θ̇ − L (۶)
= mR2θ̇2 −

[
1

2
mR2θ̇2 +

1

2
mR2ω2 sin2 θ +mgR cos θ

]
(۷)

ε =
1

2
mR2θ̇2 − 1

2
mR2ω2 sin2 θ −mgR cos θ (۸)

۸



زيرا: است، پايسته كميت كه
dε

dt
= −∂L

∂t
= 0 (۹)

مقدار يك اپسيلون كميت مي لغزد، عمودي چرخان حلقه يك روي كه مهره اي براي كه است اين مهم بسيار نكته
انرژي تمامي مي بايست كل انرژي كه حالي در نيست. مهره كل مكانيكي انرژي معادل مقدار اين اما است، پايستار
موقعيت و حركت از متفاوتي تركيب اپسيلون بگيرد، نظر در را حلقه اجباري چرخش از ناشي انرژي جمله از جنبشي،
توسط كه جنبشي انرژي از را حلقه امتداد در مهره نسبي سرعت مؤثري طور به كميت اين مي كند. نمايندگي را مهره
حاكم قوانين مي چرخد، ثابتي نرخ با حلقه كه آنجا از مي سازد. جدا مي شود، اعمال حلقه چرخاننده خارجي موتور
باقي ثابت حركت طول در اپسيلون، خاص، كميت اين كه مي كند تضمين امر اين و نمي كنند تغيير زمان با سيستم بر
باشد. نوسان در مي كنند، حفظ را چرخش كه قيد نيروهاي توسط شده انجام كار دليل به كل انرژي اگر حتي بماند،

۹


