
تهران) (پلي تكنيك اميركبير صنعتي دانشگاه
انرژي مهندسي و فيزيك دانشكده

۱ تحليلي مكانيك تدريس ياري
رستمي اباصلت دكتر استاد:
عابديني اميرعلي تدريس يار:

لاگرانژ - اويلر معادله ششم: جلسه
۱۴۰۴ - ۱۴۰۵ اول نيم سال

هماهنگ نوسانگر ۱
داريم: هماهنگ نوسانگر لاگرانژي براي كه ديديم

L = T − V =
1

2
mẋ2 − 1

2
kx2 (۱)

است: زير صورت به لاگرانژ - اويلر معادله همچنين
d

dt

(
∂L

∂ẋ

)
=

∂L

∂x
(۲)

داشت: خواهيم جزئي مشتقات براي لاگرانژ، - اويلر معادله در (۱) رابطه لاگرانژي دادن قرار با اكنون
∂L

∂ẋ
= mẋ (۳)

d

dt

(
∂L

∂ẋ

)
=

d

dt
(mẋ) = mẍ (۴)

∂L

∂x
= −kx (۵)

است. سيستم حركت كننده توصيف ديفرانسيل معادله يك جايگذاري، نتيجه

mẍ = −kx (۶)

۱



داشت: خواهيم بازنويسي با
mẍ+ kx = 0 (۷)
ẍ+

k

m
x = 0 (۸)

مي رسيم. نهايي فرم به ،ω =
√

k
m صورت به زاويه اي فركانس تعريف با

ẍ+ ω2x = 0 (۹)
با مي آيد. بدست پاسخ آن، حل و مشخصه معادله تشكيل با است. همگن خطي اول مرتبه ديفرانسيل معادله يك كه

داشت: خواهيم نمايي، تابع يك صورت به پاسخ فرض
ẋ = rert, ẍ = r2ert (۱۰)
r2ert + ω2ert = 0 (۱۱)
ert(r2 + ω2) = 0 (۱۲)

r2 + ω2 = 0 ⇒ r = ±iω (۱۳)
با: است برابر ديفرانسيل معادله عمومي پاسخ

x(t) = Aeiωt +Be−iωt (۱۴)
مي كنيم. تبديل حقيقي پاسخ يك به را معادله پاسخ اويلر، فرمول از استفاده با

eiθ = cos θ + i sin θ (۱۵)
→ x(t) = A [cos(ωt) + i sin(ωt)] + B [cos(ωt)− i sin(ωt)] (۱۶)

x(t) = (A+B) cos(ωt) + i(A− B) sin(ωt) (۱۷)
با: است برابر حقيقي پاسخ ،C2 = i(A− B) و C1 = A+B صورت به ضرايب بازتعريف با

x(t) = C1 cos(ωt) + C2 sin(ωt) (۱۸)
كرد. بازنويسي فاز - دامنه فرم به مي توان را (۱۸) معادله باشيد، مايل اگر كه
x(t) = A cos(ωt+ ϕ) (۱۹)

است. فاز ϕ = − arctan
(
C2

C1

)
و دامنه A =

√
C2
1 + C2

2 كه طوري به
ميرا هماهنگ نوسانگر ۲

داريم: هوا) مقاومت مانند عواملي از ناشي ميرايي اثر (با ميرا نوسانگر يك براي

T =
1

2
mẋ2, U =

1

2
kx2 (۱)

۲



شد: خواهد تعريف زير صورت به آن لاگرانژين مشابه، طور به كه

L = T − U =
1

2
mẋ2 − 1

2
kx2 (۲)

داريم: رايلي اتلاف تابع از ميرايي، اثر با نيرو يك براي
Fd = −cẋ (۳)

→ F =
1

2
cẋ2 (۴)

مي شود: نوشته زير صورت به لاگرانژ - اويلر معادله سيستم، در اتلافي اثرات كردن لحاظ براي ترتيب اين به
d

dt

(
∂L

∂ẋ

)
− ∂L

∂x
= −∂F

∂ẋ
(۵)

شد. خواهند بررسي آينده در روابط اين جزئيات كه
داريم: جزئي، مشتقات محاسبه با

∂L

∂ẋ
= mẋ,

d

dt

(
∂L

∂ẋ

)
= mẍ,

∂L

∂x
= −kx (۶)

∂F
∂ẋ

= cẋ (۷)

آمد: خواهد بدست لاگرانژ - اويلر معادله در جايگذاري با
mẍ− (−kx) = −cẋ (۸)
mẍ+ cẋ+ kx = 0 (۹)

بگيريم: نظر در را زير متغير تغيير

ω0 =

√
k

m
, γ =

c

2m
(۱۰)

با: است برابر نهايي ديفرانسيل معادله ترتيب اين به است. ميرايي ضريب γ و نوسان طبيعي فركانس ω0 كه طوري به

ẍ+ 2γẋ+ ω2
0x = 0 (۱۱)

شود. توصيف سيستم حركت تا مي كنيم حل را ديفرانسيل معادله مشابه طور به حال
r2 + 2γr + ω2

0 = 0 (۱۲)
r = −γ ±

√
γ2 − ω2

0 (۱۳)
كه است لازم داشت. خواهد بستگي ∆ = γ2 − ω2

0 به سيستم حركت كه است واضح مشخصه، معادله پاسخ از
شود. مشخص سيستم نهايي وضعيت تا شود بررسي ∆ براي مختلف حالت سه ازاء به بررسي اين

۳



صفحه اي آونگ ۳
داشتيم: صفحه اي، آونگ يك لاگرانژي براي كه ديديم

L(θ, θ̇) = T − V =
1

2
ml2θ̇2 −mgl(1− cos θ) (۱)

مي دانيم: لاگرانژ اويلر معادله از و
d

dt

(
∂L

∂θ̇

)
− ∂L

∂θ
= 0 (۲)

داد: خواهد جزئي مشتقات محاسبه
∂L

∂θ̇
= ml2θ̇ (۳)

d

dt

(
∂L

∂θ̇

)
= ml2θ̈ (۴)

∂L

∂θ
= −mgl sin θ (۵)

مي كنيم: جايگذاري معادله در
ml2θ̈ − (−mgl sin θ) = 0 (۶)
ml2θ̈ +mgl sin θ = 0 (۷)

مي آيد: بدست حركت معادله ساده سازي، با
θ̈ +

g

l
sin θ = 0 (۸)

ايكونال معادلات ۴
اپتيك و موجي اپتيك بين قدرتمند پلي و مي كند عمل هندسي اپتيك در اساسي پايه يك عنوان به ايكونال معادله
موج پيچيده رفتار دادن تقليل با را محيط يك در نور پرتوهاي انتشار چگونگي معادله اين مي سازد. برقرار هندسي
بر عمود جهت در هميشه پرتوها اين كه است آن اينجا در كليدي اصل مي كند. توصيف منفرد پرتوهاي مسيرهاي به
مسير انحناي محيط، شكست ضريب مكاني تغييرات مي كنند. حركت هستند، ثابت فاز با سطوحي كه جبهه موج ها،
و طراحي براي چارچوب اين مي كند. خم بالاتر نوري چگالي با مناطق سمت به را نور و كرده تعيين را پرتوها اين
به نياز بدون را نور مسيرهاي دقيق پيش بيني امكان زيرا است، ضروري آينه ها و لنزها مانند نوري سيستم هاي تحليل
ساده را ابيراهي ها و فوكوس تصوير، تشكيل از ما درك و مي آورد فراهم موج الكترومغناطيسي كامل معادلات حل

مي سازد.
مي خواهيم و غيرهمگنn(r)داريم شكست ضريب با محيطي كه مي گيريم نظر در صورت اين به را مسئله اكنون،

داريم: حركت مسير براي B و A نقطه دو بين فرما اصل از كنيم. پيش بيني را نور حركت مسير

δ

∫ B

A
n(r) ds = 0 (۱)

۴



داريم: پيرامحوري، تقريب گرفتن نظر در با است. نوري مسير ds كه طوري )به
dx

dz

)2

+

(
dy

dz

)2

≪ 1 (۲)

مي آيد: بدست نوري مسير براي نتيجه، در

ds =
√

dx2 + dy2 + dz2 = dz

√
1 +

(
dx

dz

)2

+

(
dy

dz

)2

(۳)

نوشت: زير صورت به را اصلي متغير به نسبت مشتقات مي توان و است مستقل متغير z وضعيت، اين در

ẋ =
dx

dz
, ẏ =

dy

dz
(۴)

شد: خواهد تبديل زير صورت به (۳) رابطه نتيجه در
ds =

√
1 + ẋ2 + ẏ2 dz (۵)

كرد: استفاده نوري مسير براي جمله اي دو بسط از مي توان ،(۲) رابطه از شده ايجاد شرايط گرفتن نظر در √با
1 + ẋ2 + ẏ2 ≈ 1 +

1

2
(ẋ2 + ẏ2) (۶)

مي كنيم: بازنويسي را انتگرال ده ترتيب، اين به

n ds ≈ n(x, y, z)

[
1 +

1

2
(ẋ2 + ẏ2)

]
dz (۷)

داشت: خواهيم

δ

∫ zB

zA

n(x, y, z)

[
1 +

1

2
(ẋ2 + ẏ2)

]
dz = 0 (۸)

كه: كرد مشاهده مي توان ،(۸) رابطه وردش به توجه با

L(x, y, ẋ, ẏ, z) = n(x, y, z)

[
1 +

1

2
(ẋ2 + ẏ2)

]
(۹)

مي نويسيم. z مستقل متغير براي را لاگرانژ - اويلر معادله اكنون
d

dz

(
∂L

∂q̇

)
− ∂L

∂q
= 0 (۱۰)

۵



مي آوريم: بدست را x براي جزئي مشتقات اكنون، است. y(z) و x(z) شامل تعميم يافته مختصات كه شود توجه
∂L

∂ẋ
= n · ẋ√

1 + ẋ2 + ẏ2
(۱۱)

∂L

∂x
=

∂n

∂x

√
1 + ẋ2 + ẏ2 (۱۲)

d

dz

(
n · ẋ√

1 + ẋ2 + ẏ2

)
=

∂n

∂x

√
1 + ẋ2 + ẏ2 (۱۳)

داريم: پيرامحوري، تقريب دليل به كه شود توجه شد. خواهند محاسبه مشابه صورت به هم y جزئي √مشتقات
1 + ẋ2 + ẏ2 ≈ 1 (۱۴)

شد: خواهد منجر زير وضعيت به لاگرانژ - اويلر معادله نتيجه، در
d

dz

(
n
dx

dz

)
=

∂n

∂x
(۱۵)

d

dz

(
n
dy

dz

)
=

∂n

∂y
(۱۶)

ضريب گراديان هاي توسط كه مي كنند رفتار ذراتي مانند نور پرتوهاي چگونه كه مي كنند توصيف ايكونال معادلات
يك در تدريج به آن نوري چگالي كه مي كد حركت محيطي در نوري كنيد تصور مي شوند. رانده جلو به شكست
اين سمت به پيوسته طور به نور پرتو كه مي گويند ما به ايكونال معادلات مي يابد. افزايش راست، سمت به مثلاً جهت،
تغيير شكست ضريب گراديان به پاسخ در پرتو نوري» «تكانه زيرا مي افتد اتفاق اين شد. خواهد خم چگال تر منطقه
مي كند وارد نور بر پيوسته و ملايم نيروي يك محيط اصل، در مي كند. هدايت خاصي مسير سمت به را نور و مي كند
مي كشد. پايين سمت به را اجسام چگونه گراشي اينكه مشابه تقريباً مي كشد، بالاتر شكست ضريب سمت به را آن و

مي كند. طي متغير محيط در را زماني نظر از مسير كارآمدترين نور كه مي كند تضمين خمش اين

۶


