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۱۴۰۴ - ۱۴۰۵ اول نيم سال

هماهنگ نوسانگر ۱
به متصل جرم يك صورت به ساده فيزيكي سيستم يك اصلي اجزاي كه ديديم ساده هماهنگ نوسانگر يك براي
است حركت انرژيِ اين است. سيستم جنبشي انرژي نشان دهنده ،T همان يا اول عبارت مي كند. توصيف را فنر يك

دارد. بستگي آن حركت سرعت و جسم جرم به كه

T =
1

2
mẋ2 (۱)

يا كشيده خود طبيعي استراحت حالت از كه وقتي فنر در انرژي اين است. پتانسيل انرژي نشان دهنده ،V يا دوم عبارت
خود در مشخص جابجايي يك براي بيشتري پتانسيل انرژي باشد، سفت تر فنر چه هر مي شود. ذخيره مي شود، فشرده

مي كند. ذخيره

V =
1

2
kx2 (۲)

آينده در مي شود. تعريف پتانسيل انرژي منهاي جنبشي انرژي تفاوت عنوان به دارد، نام لاگرانژين كه L نهايت، در
را جرم حركت معادله مي توانيم لاگرانژين، روي بر اويلر-لاگرانژ) (معادله خاص قانون يك اعمال با كه ديد خواهيم

مي كند. پيش بيني كامل طور به را فنر روي جرم برگشتي و رفت و نوساني حركت معادله، اين كنيم. استخراج

L = T − V (۳)
صفحه اي آونگ ۲

متصل جرم بدون و صلب ميله يك انتهاي به كه شده تشكيل نقطه اي جرم يك از ساده، صفحه اي آونگ يك
براي مختصات مناسب ترين كند. نوسان ميتواند قائم صفحه يك در فقط كه شده محدود طوري سيستم اين است.

۱



آزادي درجه يك تنها سيستم اين است، ثابت ميله طول چون است. قائم خط و ميله بين زاويه حركت، اين توصيف
داريم: يافته تعميم يافته مختصات براي ترتيب اين به دارد.

q = θ (۱)
جنبشي انرژي محاسبه به تعميم يافته، مختصات برحسب كارتزين مختصات بازتعريف و مختصات به توجه با ادامه، در

مي پردازيم. پتانسيل و

x = l sin θ (۲)
y = −l cos θ (۳)
ẋ = lθ̇ cos θ (۴)
ẏ = lθ̇ sin θ (۵)

v2 = ẋ2 + ẏ2 = (lθ̇ cos θ)2 + (lθ̇ sin θ)2 (۶)
v2 = l2θ̇2(cos2 θ + sin2 θ) = l2θ̇2 (۷)

داريم: جنبشي انرژي براي پس

T =
1

2
mv2 =

1

2
ml2θ̇2 (۸)

با: شد خواهد برابر نيز پتانسيل انرژي و
U = mgy = mg(−l cos θ) = −mgl cos θ (۹)

يك علاوه به زاويه اي سرعت مجذور به وابسته جمله يك با است برابر صفحه اي آونگ لاگرانژين كه ديد مي توان
زاويه. كسينوس به وابسته جمله

L = T − U =
1

2
ml2θ̇2 − (−mgl cos θ) (۱۰)

L =
1

2
ml2θ̇2 +mgl cos θ (۱۱)

چرخان حلقه روي مهره ۳
محور يك حول ثابت زاويه اي سرعت با كه است شكل دايره اي و سخت و سفت حلقه يك نظر مورد سيستم
حلقه اين روي اصطكاك بدون مي تواند كوچك مهره يك است. چرخش حال در مي گذرد، آن مركز از كه قائم
حلقه) نقطه (پايينترين شاغول خط از كه است زاويه اي مختصات، مناسب ترين مهره، موقعيت توصيف براي بلغزد.

مي كند. مشخص را سيستم آزادي درجه تنها زاويه اين مي شود. اندازه گيري
يك نه و است سيستم براي تعيين شده پيش از پارامتر يك حلقه، چرخش ثابت زاويه اي سرعت كه شود توجه

متغير. مختصات

۲



چرخان حلقه روي مهره :۱ شكل

داريم: مهره مختصات براي
x = x′ cosωt− y′ sinωt = −R sin θ sinωt (۱)
y = x′ sinωt+ y′ cosωt = R sin θ cosωt (۲)

z = z′ = R cos θ (۳)
با: است برابر مهره سرعت نتيجه، در

ẋ = −R(θ̇ cos θ sinωt+ ω sin θ cosωt) (۴)
ẏ = R(θ̇ cos θ cosωt− ω sin θ sinωt) (۵)

ż = −Rθ̇ sin θ (۶)
مركز از مهره فاصله دستگاه، اين در مي كنيم. استفاده كروي مختصات دستگاه يك از جنبشي، انرژي محاسبه براي
سرعت با ديگر، زاويه و مي دهد نشان را حلقه روي مهره موقعيت زاويه ها، از يكي است. حلقه شعاع با برابر و ثابت

مي كند. تغيير حلقه چرخش با متناسب ثابت،

T =
1

2
m(ṙ2 + r2θ̇2 + r2 sin2 θ, ϕ̇2) (۷)

r = R (۸)
ṙ = 0 (۹)
ϕ̇ = ω (۱۰)

T =
1

2
m(0 + R2θ̇2 +R2 sin2 θ, ω2) (۱۱)

T =
1

2
mR2θ̇2 +

1

2
mR2ω2 sin2 θ (۱۲)

۳



امتداد در مهره خود حركت از ناشي كه بخشي يكي است؛ شده تشكيل مجزا كاملاً بخش دو از مهره جنبشي انرژي
است. حلقه خود چرخش به دليل مهره اجباري دوراني حركت از ناشي كه بخشي ديگري و است حلقه

مركز افقي راستاي در را صفر انرژي براي مرجع سطح است. گرانشي پتانسيل انرژي نوع از سيستم، پتانسيل انرژي
تعيين حلقه شعاع و مهره موقعيت زاويه از استفاده با مرجع، نقطه اين به نسبت مهره ارتفاع مي گيريم. نظر در حلقه
سمت به مهره حركت با و است كمينه آن پتانسيل انرژي دارد، قرار حلقه نقطه پايين ترين در مهره كه هنگامي مي شود.
موقعيت و گرانش شتاب مهره، جرم حسب بر سادگي به پتانسيل انرژي نهايت، در مي يابد. افزايش انرژي اين بالا،

مي شود. بيان آن زاويه اي

U = mgz (۱۳)
z = −R cos θ (۱۴)

U = mg(−R cos θ) = −mgR cos θ (۱۵)
امتداد در مهره حركت جنبشي انرژي نمايانگر كه جمله يك است؛ شده تشكيل جمله سه از سيستم اين لاگرانژين
كل چرخش از ناشي جنبشي انرژي از بخشي نمايانگر كه دوم جمله است. وابسته آن زاويه اي سرعت به و است حلقه
گرانشي پتانسيل انرژي نمايانگر كه سوم جمله دارد. بستگي مهره موقعيت و حلقه چرخش سرعت به و است حلقه

است. وابسته آن زاويه اي موقعيت به و است مهره
L = T − U (۱۶)

L =
1

2
mR2θ̇2 +

1

2
mR2ω2 sin2 θ +mgR cos θ (۱۷)

مركب آونگ ۴
يك حول كه است معين جرم با صلب جسم يك مي شود، گفته نيز فيزيكي آونگ آن به كه مركب، آونگ يك
اين ندارد. قرار جسم جرم مركز روي بر تكيه گاه نقطه اين كه است اين كليدي نكته مي چرخد. ثابت تكيه گاه نقطه

مي كند. نوسان گرانش نيروي تأثير تحت قائم صفحه يك در آونگ
با جرم، مركز و تكيه گاه نقطه بين واصل خط كه است زاويه اي تعميم يافته، مختصات براي انتخاب منطقي ترين

مي دهيم. نشان θ نماد با را زاويه اين مي سازد. قائم راستاي

مركب آونگ :۲ شكل
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حول اينرسي ممان از استفاده با مي توان را مي چرخد ثابت نقطه يك حول كه صلب جسم يك جنبشي انرژي
با است برابر تكيه گاه نقطه حول اينرسي ممان موازي، محورهاي قضيه اساس بر كرد. محاسبه تكيه گاه نقطه همان
تكيه گاه. نقطه و جرم مركز بين فاصله مربع در كل جرم حاصل ضرب اضافه به جرم مركز حول اينرسي ممان مجموع
سرعت مربع در اينرسي ممان حاصل ضرب نصف با است برابر چرخش، حال در صلب جسم يك براي جنبشي انرژي
صورت به سيستم جنبشي انرژي نتيجه، در است. تتا زاويه زماني مشتق همان زاويه اي سرعت مورد، اين در زاويه اي.

مي آيد. دست به زاويه اي سرعت مربع و تكيه گاه حول اينرسي ممان حسب بر رابطه اي

Io = Icm +md2 (۱)
T =

1

2
Ioθ̇

2 =
1

2
(Icm +md2)θ̇2 (۲)

پتانسيل انرژي سطح دادن قرار انتخاب، مناسب ترين مي كنيم. انتخاب گرانشي پتانسيل انرژي براي مرجع نقطه يك
مي شود. تعيين تتا زاويه از استفاده با تكيه گاه نقطه به نسبت جرم مركز موقعيت است. تكيه گاه نقطه ارتفاع در صفر
زاويه، تغيير با است. تكيه گاه به نسبت خود نقطه پايين ترين در جرم مركز دارد، قرار قائم حالت در آونگ كه هنگامي
است برابر جسم گرانشي پتانسيل انرژي بنابراين، است. متناسب تتا كسينوس تابع با تكيه گاه به نسبت جرم مركز ارتفاع
است، منفي عبارت اين علامت مرجع. نقطه به نسبت جرم مركز ارتفاع در و گرانش شتاب در كل جرم حاصل ضرب با

مي شود. كمينه است، خود پايدار تعادل وضعيت در آونگ كه هنگامي پتانسيل انرژي مي دهد نشان كه
V = −mgd cos θ (۳)

لاگرانژين براي نهايي عبارت تعريف، اين در پتانسيل انرژي و جنبشي انرژي براي آمده دست به عبارات جايگزيني با
مي شود. حاصل مركب آونگ

L = T − V =
1

2
(Icm +md2)θ̇2 +mgd cos θ (۴)

كنيم. جايگذاري را I = 1
3Ml2 است كافي هندسه، اين براي دوران لختي گرفتن نظر در با كه

۵


