
تهران) (پلي تكنيك اميركبير صنعتي دانشگاه
انرژي مهندسي و فيزيك دانشكده

۱ تحليلي مكانيك تدريس ياري
رستمي اباصلت دكتر استاد:
عابديني اميرعلي تدريس يار:

پتانسيل و مركزگرا نيروي دوم: جلسه
۱۴۰۴ - ۱۴۰۵ اول نيم سال

مركزگرا نيروي ۱
اطراف شان به كه هستند چشمه اي يك مانند شهودي، لحاظ از و هستند مركزگرا شعاعي، مؤلفه داراي نيروهاي

داريم: باشد شعاع از تابعي تنها نيرو كه وضعيتي براي كلي صورت به مي كنند. وارد نيرو

F⃗ = f(r)r⃗

داد: انجام را بازنويسي زير صورت به مي توان يكه، بردار و اندازه برحسب r⃗ نوشتن به توجه با كه

r⃗ = rr̂ → F⃗ = g(r)r̂

يك بودن پايستار شرط دهيم. نشان را خاصيت اين مي خواهيم اكنون است. پايستاري نيروها، نوع اين خواص از يكي
است. نيرو كِرل بودن صفر نيرو،

∇⃗ × F⃗ = 0 (۱)
مي آيد: بدست مربوطه، برداري آناليز اتحاد از استفاده و رابطه در نيرو جايگذاري با
∇⃗ × (AB⃗) = (∇⃗A)× B⃗ + A(∇⃗ × B⃗) (۲)

→ ∇⃗× (f(r)r⃗) = (∇⃗f(r))× r⃗ + f(r)(∇⃗ × r⃗) (۳)
است: صفر برابر باشد، شعاعي بردار r⃗ كه طوري به ∇⃗ × r⃗ حاوي دوم جمله كلي، طور به كه داد نشان مي توان

۱



R⃗ = xî+ yĵ + zk̂ (۴)

∇⃗ × R⃗ =

(
∂Rz

∂y
−

∂Ry

∂z

)
î+

(
∂Rx

∂z
− ∂Rz

∂x

)
ĵ +

(
∂Ry

∂x
− ∂Rx

∂y

)
k̂ (۵)

→ î

(
∂Rz

∂y
−

∂Ry

∂z

)
=

(
∂z

∂y

)
−
(
∂y

∂z

)
= 0− 0 = 0 (۶)

→ ĵ

(
∂Rx

∂z
− ∂Rz

∂x

)
=

(
∂x

∂z

)
−
(
∂z

∂x

)
= 0− 0 = 0 (۷)

→ k̂

(
∂Ry

∂x
− ∂Rx

∂y

)
=

(
∂y

∂x

)
−
(
∂x

∂y

)
= 0− 0 = 0 (۸)

مي ماند: باقي زير جمله تنها ،۳ رابطه براي پس
→ ∇⃗× (f(r)r⃗) = (∇⃗f(r))× r⃗ (۹)

نوشت: گراديان عملگر بازنويسي با مي توان

∇⃗f(r) =
df

dr
r̂ (۱۰)

∇⃗ = î
∂

∂x
+ ĵ

∂

∂y
+ k̂

∂

∂z
(۱۱)

∇⃗(f) = ∇⃗f =
∂f

∂x
î+

∂f

∂y
ĵ +

∂f

∂z
k̂ (۱۲)

r =
√

x2 + y2 + z2 (۱۳)
داشت: خواهيم مؤلفه هر براي ترتيب اين به

∂f

∂x
=

df

dr
· ∂r
∂x

(۱۴)
∂r

∂x
=

1

2
(x2 + y2 + z2)−1/2 · 2x =

x√
x2 + y2 + z2

=
x

r
(۱۵)

∂f

∂x
=

df

dr
· x
r

(۱۶)

∂f

∂y
=

df

dr
· ∂r
∂y

(۱۷)
∂r

∂y
=

1

2
(x2 + y2 + z2)−1/2 · 2y =

y√
x2 + y2 + z2

=
y

r
(۱۸)

∂f

∂y
=

df

dr
· y
r

(۱۹)

۲



∂f

∂z
=

df

dr
· ∂r
∂z

(۲۰)
∂r

∂z
=

1

2
(x2 + y2 + z2)−1/2 · 2z =

z√
x2 + y2 + z2

=
z

r
(۲۱)

∂f

∂z
=

df

dr
· z
r

(۲۲)
داريم: اتحاد، نهايي نگارش براي نتيجه در

x

r

df

dr
î+

y

r

df

dr
ĵ +

z

r

df

dr
k̂ (۲۳)

=
1

r

df

dr
(xî+ yĵ + zk̂) =

df

dr
r̂ (۲۴)

بوده صفحه يك در r⃗ با ،r̂ يكه بردار داشتن دليل به عبارت اين باشد. f ′r̂ يك معادل مي تواند آمده بدست عبارت
بود: خواهد صفر با برابر دو اين خارجي ضرب حاصل و

f ′r̂ × r⃗ = 0 (۲۵)
→ ∇⃗× F⃗ = 0 (۲۶)

قطبي مختصات در گراديان تعريف از استفاده با ديگر، بياني با مي توان است. پايستار نيرو اين كه داديم نشان نتيجه در
نوشت: كروي -

∇⃗ = r̂
∂

∂r
+ θ̂

1

r

∂

∂θ
+ ϕ̂

1

r sin θ

∂

∂ϕ
(۲۷)

يك در بودن دليل به مجددا و مانده باقي گراديان اول جمله تنها نتيجه در است، شعاع از تابعي تنها f كه آنجا از
بود. خواهد صفر با برابر تابع كِرل حاصل ،r⃗ با صفحه

مركزگرا نيروي پتانسيل محاسبه ۲
مي توان را پايستار نيروي يك كه مي دانيم طرفي، از هستند. پايستار مركزگرا نيروهاي كه داديم نشان قبل بخش در
پايستار كه بدهيم نشان مي خواهيم بخش اين در كرد. بازنويسي پتانسيل) همان (يا اسكالر كميت يك گراديان برحسب

مي شود. منجر پتانسيل براي رابطه اي چه به نيرو اين بودن
F⃗ = −∇⃗U (۱)

داريم: dr⃗ در طرفين كردن ضرب با
→ F⃗ · dr⃗ = −∇⃗U · dr⃗ (۲)

داشت: خواهيم طرفين از انتگرال گيري با

−
∫

F⃗ · dr⃗ = +

∫
∇⃗U · dr⃗ (۳)

۳



پتانسيل ديفرانسيل پس ،(U = U(x, y, z)) است مكان از تابعي تنها پايستار نيروهاي براي پتانسيل اينكه به توجه با
آورد: خواهيم بدست را

∇⃗U · dr⃗ = dU (۴)
−
∫

F⃗ · dr⃗ =
∫

dU = U(r⃗) (۵)

→ −
∫ r⃗

r⃗0

F⃗ · dr⃗ =
∫ U(r⃗)

U0

dU (۶)

U(r⃗)− U(r⃗0) = −
∫ r⃗

r⃗0

F⃗ · dr⃗ (۷)

داريم: تعريف طبق F⃗ تابع جايگذاري با اكنون

U(r⃗)− U(r⃗0) = −
∫ r⃗

r⃗0

⃗f(r)r̂ · dr⃗ (۸)

است: زير صورت به شعاعي بردار دفيرانسيل تعريف كه
r⃗ = rr̂ (۹)

dr⃗ = drr̂ + rdr̂ (۱۰)
ترتيب اين به است؛ عمود اوليه يكه بردار بر كه جديد بردار يك با است برابر يكه بردار يك ديفرانسيل كه شود توجه

مي شود. صفر با برابر دوم جمله داخلي، ضرب از پس نهايتا

dr̂ · r̂ = 0 → r̂ · dr⃗ = dr + rr̂ · dr̂ (۱۱)

→ U(r⃗)− U(r⃗0) = −
∫ r⃗

r⃗0

⃗f(r)r̂dr (۱۲)

گرانشي پتانسيل محاسبه ۳
پتانسيل نيرو، اين بودن پايستار به توجه با مي توان است. گرانشي نيروي مركزگرا، نيروهاي معروف ترين از يكي

داريم: گرانشي نيروي براي يافت. را آن به مربوط

F⃗G = −GMm

r2
r̂ = −GMm

r3
r⃗ (۱)

۴



محاسبه براي انتگرالي رابطه در آن دادن قرار با است. مركزگرا وضوح به شعاعي، مؤلفه به آن وابستگي به توجه با كه
داشت: خواهيم پتانسيل،

U(r⃗)− U(r⃗0) = −
∫ r⃗

r⃗0

F⃗G · dr⃗ (۲)

= +

∫ r⃗

r⃗0

GMm

r2
r̂ · dr⃗ =

∫ r⃗

r⃗0

GMm

r2
dr (۳)[

−GMm

r

]r⃗
r⃗0

= −GMm

r
+

GMm

r0
(۴)

→ U(r) = −GMm

r
(۵)

دارد. ذرات موقعيت به وابستگي تنها گرانشي، پتانسيل مي شود مشاهده كه
بعد سه در هوك قانون بررسي ۴

مي شناسيم: بعد يك در را فنر براي هوك قانون
F⃗ = −kxî

اين با باشد. نوسان درحال فنر يك جداگانه صورت به بعد هر در گويا شود، تعريف مي تواند نيز بعد سه در نيرو اين
داريم: باشد، يكسان ابعاد همه در فنر ثابت كه فرض

F⃗ = −kxî− kyĵ − kzk̂

شود: نوشته جرم و زاويه اي فركانس برحسب فنر ثابت كه است مرسوم بسيار

k = mω2

−k(xî+ yĵ + zk̂) = −kr⃗

داريم: شعاعي مؤلفه برحسب هوك قانون براي نتيجه در
F⃗ = −mω2r⃗

را آن پتانسيل مي توان نتيجه در و است مركزگرا نيروي يك بعد، سه در هوك قانون طبق فنر نيروي كه است مشهود
داشت: خواهيم مشابه طور به كرد. پيدا

U(r⃗)− U(r⃗0) = −
∫ r⃗

r⃗0

F⃗ · dr⃗ (۱)

= mω2

∫ r⃗

r⃗0

r⃗ · dr⃗ = mω2

∫ r⃗

r⃗0

rdr (۲)

=
1

2
mω2r⃗2 − 1

2
mω2r⃗20 → U(r⃗) = U(r) =

1

2
mω2r⃗2 (۳)

۵



داريم: كارتزين مختصات دستگاه در آن بازنويسي با كه
1

2
mω2(x2 + y2 + z2) (۴)

مي شوند. جمع يكديگر با بعد هر در پتانسيل ها تمام پتانسيل، بودن اسكالر دليل به ديگر، بياني به
بعد يك در حركت براي انرژي و پتانسيل تحليل ۵

دارد. وجود پايستار كميت يك بعد، يك در نيرو براي كه ديديم اينجا تا

f(x) = −dU

dx

E =
1

2
mẋ2 + U(x)

نمي كند. تغييري زمان با پايستار كميت اين همچنين
dE

dt
= 0

يك كه هنگامي مي شود. تعيين اوليه مكان و سرعت مثل اوليه شرايط از استفاده با (انرژي) پايسته كميت اين مقدار
بدهد: رخ مي تواند مختلفي اتفاقات مي كند، حركت بعد يك در ذره

گشت. نخواهد باز و رفته بي نهايت سمت به است، كرده حركت كه جايي از ذره ◦

حركت اوليه جهت خلاف در برخورد از پس و كرده برخورد پتانسيل سد يك به حركت، شروع از پس ذره ◦
مي رود. بي نهايت به و كرده

داشت. خواهد نوساني حركت ذره ◦

نمي رسد. آن به هرگز و مي كند حركت پتانسيل قله سمت به ذره ◦

داريم: نوساني حركت براي مثال، عنوان به
ẋ = 0 → E = U(x)

ادامه به و داده جهت تغيير آنها به رسيدن هنگام ذره كه هستند مكان هايي آمده بدست پاسخ هاي معادله، حل از پس
x− < x+ فرض گرفتن نظر در با دارند. نام بازگشت» «نقاط ،x+ و x− مكان هاي اين مي پردازد. نوساني حركت

داريم:
1

2
mẋ2 = E − U(x) (۱)

ẋ = ±
√

2

m
(E − U(x)) =

dx

dt
(۲)

۶



آورد. بدست را بازگشت نقاط مي توان زمان، به نسبت انتگرال گيري ∫با x+

x−

dx√
2
m(E − U(x))

=

∫ T/2

0
dt (۳)

(۴)
گرفت. نظر در را كامل برگشت و رفت يك است لازم كامل، پريود يك گرفتن نظر در براي

2

∫ x+

x−

dx√
2
m(E − U(x))

=

∫ T

0
dt = T (۵)

→
√
2m

∫ x+

x−

dx√
2
m(E − U(x))

= T (۶)

داريم: بعدي يك نوسانگر پتانسيل انرژي براي كه

U(x) =
1

2
mω2x2 (۷)

آمد. خواهد بدست نوسانگر تناوب دوره ترتيب اين به
غيرخطي تعميم يافته هوك نيروي ۶

x فرد توان هاي كلي، طور به كه بگيريم نظر در را تعميم يافته هوك قانون مثال، عنوان به مي خواهيم بخش اين در
داريم: را

F = −kx(2n+1)

داريم: پتانسيل محاسبه براي نيرو از انتگرال گيري با

U(x) =
k

2n+ 2
x2n+2

است. سهمي يك مختلف، n مقادير ازاء به پتانسيل تابع كلي، طور به

۷



مختلف n مقادير براي پتانسيل تابع :۱ شكل

انرژي چشم انداز با سامانه تحليل ۷
به شده داده انرژي و پتانسيل شكل از استفاده با مي توان مي آيد، پيش ذره براي كه مختلفي حالت هاي به توجه با
وابستگي اي هيچ x به انرژي، كميت بودن پايسته دليل به ،۲ شكل به توجه با كرد. توصيف را آن وضعيت سامانه،

داد. انجام را تحليل مي توان پتانسيل، به نسبت آن مقدار با متناسب و ندارد
مي كند، اثر آن به كه پتانسيلي منحني روي بر كه كرد تصور مي توان و است حركت درحال x محور روي ذره
پتانسيل انرژي از بايد همواره كل انرژي پس است، مثبت كميتي جنبشي انرژي كه اين به توجه با مي كند. حركت

باشد. بزرگتر
1

2
mẋ2 = E − U(x) ≥ 0

دارند. نام ممنوعه» «مناطق باشد، پتانسيل انرژي از كمتر انرژي سطح آن در كه نواحي اي
بي نهايت تا را آن شود، وارد ذره به كه جهتي هر در پتانسيل، انرژي به نسبت بودن بيشتر دليل به E1 انرژي با ذره

نمي شود. متوقف هرگز و مي دهد حركت
مثبت جهت در اگر مي دهد. ادامه خود مسير به بي نهايت تا باشد، x محور منفي جهت در اگر E2 انرژي با ذره
فيزيكي، نظر از برسد. آن به تا مي كشد طول زمان بي نهايت شود، نزديك پتانسيل منحني ماكسيمم به كه هنگامي باشد،

مي شود. متوقف و شده صفر با برابر سرعتش برسد، پتانسيل منحني ماكسيمم با برخورد نقطه به بتواند ذره اگر
مناطق، باقي و مي كند نوسان آن در ذره و بوده برگشت نقاط بين آن مجاز ناحيه تنها باشد، E3 ذره انرژي اگر

مي شوند. تلقي ممنوعه منطقه
نيست. امكان پذير پتانسيل، انرژي به نسبت بودن كمتر دليل به نيز E4 انرژي

۸



انرژي چشم انداز منحني :۲ شكل

پتانسيل چند بررسي ۸
مي كنيم. مشخص را مختلف نقاط مختلف انرژي سطوح ازاء به مختلف، پتانسيل چند براي اكنون

U(x) = A
[
e−2αx − 2e−αx

]
U(x) = − U0

cosh2(αx)

U(x) = U0 tan
2(αx)

۹



اول پتانسيل منحني :۳ شكل

دوم پتانسيل منحني :۴ شكل

۱۰



سوم پتانسيل منحني :۵ شكل

۱۱


