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۱۴۰۴ - ۱۴۰۵ اول نيم سال

شده داده تابعي وردش محاسبه ۱
است: شده داده زير تابعي

F [f ] =

∫ t2

t1

dt [ ˙f(t)]n

ارتباطي كه دريافت مي توان ،δF جزئي تغييرات گرفتن نظر در با كنيم. محاسبه را (δF ) تابعي اين وردش مي خواهيم
داشت: خواهيم آن با مرتبط تيلور بسط نوشتن و كوچك تغييرات اين كردن لحاظ با دارد. وجود δf و آن بين

F [f(t) + ϵ(t)] = F [f(t)] + δF [f(t); ϵ(t)] +
1

2!
δ2F [f(t); ϵ(t)] +

1

3!
δ3F [f(t); ϵ(t)] + · · ·

مرتبه هاي داراي كه بسط اين جملات از كدام هر كه شود توجه است. δf همان نگارش، در ϵ(t) كه طوري به
،δF وردش آوردن بدست براي مي شوند. محسوب متفاوت مرتبه هاي وردش هاي اصل در هستند، δF از متفاوتي

داشت: خواهيم ترتيب اين به زد. تقريب اول مرتبه تا را بسط مي توان
F [f(t) + δf ] = F [f(t)] + δF (۱)
δF = F [f(t) + δf ]− F [f(t)] (۲)

داشت: خواهيم تابعي، رابطه كردن جايگذاري با ترتيب اين به

δF =

∫ t2

t1

dt {ḟ + δḟ}n −
∫ t2

t1

dt {ḟ}n (۳)

δF =

∫ t2

t1

dt
[
{ḟ + δḟ}n − {ḟ}n

]
(۴)

۱



در و ،ḟn از فاكتورگيري با برد. بين از را n توان طريقي به است لازم و است رابطه كردن خطي هدف اكنون،
داشت: خواهيم و كرده اعمال را دوجمله اي بسط ،δḟn بودن كوچك گرفتن نظر

{ḟ}n
(
1 +

δḟ

ḟ

)n

(۵)

داريم: دوجمله اي بسط براي كلي طور به همچنين

(x+ y)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
xn−kyk (۶)

داشت: خواهيم شده فاكتورگيري جمله بازگرداندن با كند. كفايت مي تواند بسط اين اول مرتبه تا كه

δF =

∫ t2

t1

dt

{
ḟn + ḟn · n · δḟ

ḟ
− ḟn

}
(۷)

δF =

∫ t2

t1

dt n ḟ (n−1) δḟ (۸)

آمد: خواهد بدست ( ddt) ديفرانسيلي صورت به δḟ بازنويسي ∫با t2

t1

dt n ḟ (n−1) d

dt
(δf) (۹)

δF =

∫ t2

t1

dt

[
d

dt

{
n ḟ (n−1) δf

}
− n(n− 1) f̈ ḟ (n−2) δf

]
(۱۰)

δF =
[
n ḟ (n−1) δf

]t2
t1
− n(n− 1)

∫ t2

t1

dt f̈ ḟ (n−2) δf (۱۱)

است شده خارج انتگرال از كه اول جمله كه كرد انتخاب طوري مي توان را آن و است دلخواه تابعي δf كه طوري به
داريم: مرزي شرايط عنوان به باشد. داشته صفر مقدار مرزي)، جمله همان (يا

δf(t1) = δf(t2) = 0 (۱۲)

→ δF = −n(n− 1)

∫ t2

t1

dt ḟ (n−2) f̈ δf (۱۳)

شد. خواهد ديده آن كاربردهاي كه است n = 2 وضعيت فيزيكدان ها، براي مهم بسيار حالت كه شود توجه
مي نويسند: زير صورت به مختصرتر كمي نگارش با را مسئله اين حل فيزيكدان ها

δF = δ

∫ t2

t1

dt ḟ n =

∫ t2

t1

dt n ḟ (n−1) δḟ (۱۴)

۲



داشت: خواهيم d
dt ديفرانسيل كردن لحاظ و انتگرال در δ دادن اثر با

δF =

∫ t2

t1

dt n ḟ (n−1) d

dt
(δf) (۱۵)

→
∫ t2

t1

dt

[
d

dt

{
δf n ḟ (n−1)

}
− δf n

d

dt

(
ḟ (n−1)

)]
(۱۶)

داريم: زنجيره اي قاعده از ديفرانسيلي، بخش بازنويسي براي كه شود توجه

A
dB

dt
=

d

dt
(AB)− B

dA

dt
(۱۷)

n ḟ (n−1) d

dt
(δf) =

d

dt

(
δf n ḟ (n−1)

)
− δf

d

dt

(
n ḟ (n−1)

)
(۱۸)

داشت: خواهيم مشابه طور به ترتيب اين ]به
n ḟ (n−1) δf

]t2
t1
−
∫ t2

t1

dt n
d

dt

(
ḟ (n−1)

)
δf (۱۹)

انتگرال اكسترمم محاسبه ۲
X(t) تابع مي خواهيم ديگر، بيان به كنيم؛ اكسترمم را G تابعي براي شده داده انتگرال مي خواهيم تمرين اين در

شود. مينيمم يا ماكسيمم G[X(t)] آن ازاء به كه آوريم بدست طوري را

G[X(t)] =

∫ t2

t1

dt

{
m

2
ẋ2 − 1

2
mω2x2

}
دهيم. قرار صفر برابر را آن و كرده محاسبه را G تابعي وردش است لازم اول، بخش مشابه طور به

δG = 0

δ

∫ t2

t1

dt

{
m

2
ẋ2 − 1

2
mω2x2

}
= 0

اكسترمم مي شد، ساده جبري تابع يك آوردن بدست به منجر آن اكسترمم كه معمولي توابع برخلاف كه شود توجه
است. بررسي درحال پديده كننده توصيف كه مي شود ديفرانسيل معادله يك آوردن بدست به منجر تابعي ∫يك t2

t1

dt

{
d

dt
[mẋ δx]−mẍ δx−mω2x δx

}
(۱)

[mẋ δx]t2t1 +

∫ t2

t1

dt
{
−mẍ δx−mω2x δx

} (۲)∫ t2

t1

dt
(
−mẍ−mω2x

)
δx = 0 (۳)

۳



داريم: ترتيب اين به باشد، برقرار δx هر ازاء به انتگرالي رابطه كه مي كند ايجاب δx تابع بودن دلخواه
−mẍ−mω2x = 0 (۴)

كه است همگن دوم مرتبه خطي ديفرانسيل معادله يك معادله، اين است. سيستم بر حاكم ديفرانسيل معادله ،۴ رابطه
است: زير صورت به آن پاسخ و بوده حل قابل مشخصه معادله از استفاده با

x(t) = A sin(ωt) + B cos(ωt) (۵)
داده مسئله توسط كه است لازم و مي آيند بدست مسئله توسط شده داده مرزي شرايط از استفاده با نيز B و A ثوابت

شود.
متغير دو داراي تابعي با انتگرال اكسترمم محاسبه ۳

وردش محاسبه براي كنيم. بررسي دومتغيره وضعيت براي را مسئله تا داريم قصد دوم بخش برخلاف بخش، اين در
شود. گرفته وردش آن متغير هر از كه است كافي تنها متغير، يك از بيش با تابعي

G[X(t), Y (t)]

δG = G[x+ δx, y + δy]−G[x, y]

همان به متغير دو هر براي را محاسبات كه است لازم متغير، دو وجود دليل به صرفا است، نكرده تغييري مسئله منطق
رسيد. خواهيم ديفرانسيل معادله دو به نهايت در و داده انجام ∫ترتيب

dt (· · · ) δx+ (· · · ) δy = 0

است: شده تعريف زير صورت به تابعي

G[X(t)] =

∫ t2

t1

dt

{
m

2
ẋ2 +

m

2
ẏ2 − 1

2
mω2x2 − 1

2
mω2y2

}
داريم: وردش، محاسبه با

[mẋ δx]t2t1 + [mẏ δy]t2t1 +

∫ t2

t1

dt
(
−mẍ−mω2x

)
δx+

∫ t2

t1

dt
(
−mÿ −mω2y

)
δy = 0

(۱)
داريم: ،δy و δx بودن دلخواه و مرزي شرايط گرفتن نظر در با

δx(t1) = δx(t2) = 0 (۲)
δy(t1) = δy(t2) = 0 (۳)

آمد: خواهد بدست ديفرانسيل معادله دو ترتيب، اين به }كه
x(t) = A sin(ωt) + B cos(ωt)

y(t) = C sin(ωt) +D cos(ωt)
(۴)

۴



غيرمستقل وضعيت در تابعي اكسترمم ۴
باشد. ضربي حاصل جمله يك داراي قبل بخش تابعي كه مي گيريم نظر در را وضعيتي اكنون

G[X(t)] =

∫ t2

t1

dt

{
m

2
ẋ2 +

m

2
ẏ2 − 1

2
mω2x2 − 1

2
mω2y2

}
+

∫ t2

t1

dt λ0 x(t)y(t)

مي شود. ايجاد نهايي ديفرانسيل معادلات در y(t) و x(t)بين وابستگي يك جديد، جمله وجود دليل به حالت اين در
داشت: خواهيم مسئله حل و وردش محاسبه با مشابه طور به

δG =

∫ t2

t1

dt (· · · ) δx+

∫ t2

t1

dt (· · · ) δy +
∫ t2

t1

dt (λ0y δx+ λ0x δy) (۱)

ديفرانسيل معادلات براي نتيجه در مي شود؛ داده قرار صفر برابر پرانتز داخل عبارت ،δy و δx بودن دلخواه به توجه
داشت: }خواهيم

−mẍ−mω2x+ λ0y = 0

−mÿ −mω2y + λ0x = 0
(۲)

اين حل روش است. وابسته ديگري به كدام هر تغييرات دو، هر در كه است نوسانگر دو كننده توصيف وضعيت، اين
شد. خواهد بررسي آينده در معادلات نوع

۵


